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10 Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë

Äà ïðèïîìíèì, ÷å çà ôóíêöèÿ f äåôèíèðàíà â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë I ⊂ R ïðîèç-
âîäíàòà f ′(x) â òî÷êà x ∈ I ñå äåôèíèðà ñ

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

Äèôåðåíöèàë íà f ñå íàðè÷à èçðàçúò

df = f ′(x)dx

êúäåòî dx å íàðàñòâàíåòî íà àðãóìåíòà x.
Íèå èçó÷èõìå êàê äà èçïîëçóâàìå ïðîèçâîäíàòà, çà äà èçñëåäâàìå ôóíêöèÿòà

è äà íà÷åðòàåì íåéíàòà ãðàôèêà. Ñåãà ùå èçó÷èì îáðàòíèÿ âúïðîñ: Àêî íè å äà-
äåíà åäíà ôóíêöèÿ f , êàê äà íàìåðèì äðóãà ôóíêöèÿ F òàêàâà, ÷å äà å â ñèëà
F ′(x) = f(x) çà x ∈ I. Òîçè âúïðîñ è äðóãè âúïðîñè îò ïî-îáù õàðàêòåð, âîäåùè äî
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ðàçëè÷íè âèäîâå, ñå ñðåùàò ÷åñòî â ìíîãî ðàçëè÷íè
îáëàñòè íà ìàòåìàòèêàòà è äðóãèòå íàóêè.

10.1 Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë

Äåôèíèöèÿ 1. Àêî F ′(x) = f(x) çà âñÿêî x ∈ I, òîãàâà ôóíêöèÿòà F ñå íàðè÷à
ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ íà f â èíòåðâàëà I.

Ïîðàäè òîâà, ÷å ïðîèçâîäíàòà íà êîíñòàíòà å ðàâíà íà 0, òî å â ñèëà ñëåäíîòî
òâúðäåíèå:

Òåîðåìà 1. Àêî F (x) å åäíà ïðèìèòèâíà íà f(x) x ∈ I ⊂ R, òî è âñÿêà ôóíêöèÿ
F (x) + C êúäåòî C e êîíñòàíòà, ñúùî ùå å ïðèìèòèâíà íà f(x). Âñè÷êè ïðèìè-
òèâíè íà f(x) ñà ôóíêöèèòå îò âèäà F (x)+C, êúäåòî C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà.

Äåôèíèöèÿ 2. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïðèìèòèâíè íà äàäåíà ôóíêöèÿ f(x) ñå
íàðè÷à íåîïðåäåëåí èíòåãðàë íà òàçè ôóíêöèÿ è ñå îçíà÷àâà ñ∫

f(x)dx.

Òîâà îçíà÷åíèå ñå ÷åòå òàêà: íåîïðåäåëåí èíòåãðàë îò f(x)dx.
Íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà ñëåäâà, ÷å :

(

∫
f(x)dx)′ = f(x).

èëè ñúùî

d(

∫
f(x)dx) = f(x)dx

Ïðîöåñúò ïî íàìèðàíå íà ïðèìèòèâíà íà åäíà ôóíêöèÿ ñå íàðè÷à (íåîïðåäåëåíî)
èíòåãðèðàíå.
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Ïúðâàòà ñòúïêà ïðè ïðåñìÿòàíå íà íåîïðåäåëåíè èíòåãðàëè ñå ñúñòîè â îáðú-
ùàíå íà òàáëèöàòà çà ïðîèçâîäíè íà åëåìåíòàðíèòå ôóíêöèè. Òàêà ïîëó÷åíàòà òàá-
ëèöà å äàäåíà ïî-äîëó. Òÿ ùå å îñíîâíî ñðåäñòâî ïðè ïðåñìÿòàíå íà íåîïðåäåëåíè
èíòåãðàëè ïî-íàòàòúê. ∫

f(x)dx F (x) + C∫
xndx

xn+1

n+ 1
+ C, n 6= −1∫

x−1dx =

∫
1

x
dx =

∫
dx

x
ln |x|+ C∫

exdx ex + C∫
axdx, a > 0

ax

ln a
+ C∫

sinxdx − cosx+ C∫
cosxdx sinx+ C∫
1

cos2 x
dx tg x+ C∫

1

sin2 x
dx −cotgx+ C∫

1

x2 + a2
dx arctg x+ C∫

1√
a2 − x2

dx arcsinx+ C∫
1√

x2 + a
dx ln |x+

√
x2 + a|+ C

10.2 Ëèíåéíè ñâîéñòâà íà èíòåãðàëà

Òåîðåìà 2. Àêî f è g ñà äâå ôóíêöèè äåôèíèðàíè â èíòåðâàëà I è òàêèâà, èí-

òåãðàëèòå

∫
f(x)dx è

∫
g(x)dx ñúùåñòâóâàò, òî çà âñåêè äâå ðåàëíè êîíñòàíòè

a, b ∈ R å èçïúëíåíî

(1)

∫
(af(x) + bg(x))dx = a

∫
f(x)dx+ b

∫
g(x)dx.

Ïðèìåð 1. 1. Ïðåñìåòíåòå

∫
x2 +

√
xdx. Èìàìå∫

x2 +
√
xdx =

∫
x2dx+

∫ √
xdx

=

∫
x2dx+

∫
x1/2dx =

x2+1

2 + 1
+

x1/2+1

1/2 + 1
=
x3

3
+
x3/2

3/2
+ C.

2. Ïðåñìåòíåòå
∫
(3x+ 2 sinx− ex + 5x4)dx.

3



Èìàìå∫
(3x+ 2 sinx− ex + 5x4)dx = 3

∫
xdx+ 2

∫
sinx−

∫
exdx+ 5

∫
x4dx

= 3.
x2

2
+ 2.(− cosx)− ex + 5.

x5

5
= 3x2 − 2 cosx− ex + x5.

10.3 Ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà â íåîïðåäåëåí èíòåãðàë (Âíà-
ñÿíå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà)

Äåôèíèöèÿ 3. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà u å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â èí-
òåðâàëà I, àêî íåéíàòà ïðîèçâîäíà u′ ñúùåñòâóâà è å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â
òîçè èíòåðâàë.

Òåîðåìà 3. Íåêà u = u(x) å íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà
I è íåêà u(I) ⊂ J, êúäåòî J å äðóã èíòåðâàë. Àêî f(u) å ôóíêöèÿ äåôèíèðàíà â
èíòåðâàëà J , è íåéíàòà ïðèìèòèâíà å F (u) çà u ∈ J òîãàâà

(2)

∫
f(u(x))du(x) = F (u(x)) + C

Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å êîìïîçèöèÿòà f(u(x)) è F (u(x)) ñà äåôèíèðàíè çà x ∈ I.
Ðàâåíñòâîòî (2) ìîæå äà ñå ðàçáèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Òîâà, ÷å F å ïðèìèòèâíà íà
f ìîæå äà ñå çàïèøå òàêà ∫

f(u)du = F (u) + C,

êúäåòî u å íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà (àðãóìåíò íà f è íà F ). Òàêà ðàâåíñòâîòî (2) íè
êàçâà, ÷å íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà u ìîæå äà áúäå çàìåíåíà ñ ôóíêöèÿòà u = u(x).
Òîâà íè êàçâà, ÷å ïîä äèôåðåíöèàëà (ñëåä d) ìîæå äà ñòîè íå ñàìî åäíà áóêâà, à è
èçðàç. Òîçè èçðàç ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êàòî íîâà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà.

Ïðèìåð 2. 1. Ïðåñìåòíåòå

∫
(x + 5)7dx, êúäåòî. Äà ïîëîæèì y = x + 5. Äà

ïðåñìåòíåì y′ = (x + 5)′ = 1. Òîãàâà dy = 1.dx = dx. Çàìåñòâàìå x + 5 ñ y è dx ñ
dy ïîëó÷àâàìå: ∫

(x+ 5)7dx =

∫
y7dy =

y8

8
+ C =

(x+ 5)8

8
+ C.

2. Ïðåñìåòíåòå

∫
xdx

1 + x2
. Äà ïîëîæèì y = x2 + 1. Òîãàâà y′ = 2x è dy = 2xdx.

Çíà÷è dx = dy
2x
. Çàìåñòâàìå x2 + 1 ñ y è dx ñ dy

2x
è ïîëó÷àâàìå∫

�x

y

dy

2�x
=

1

2

∫
1

y
dy =

1

2
ln |y|+ C =

1

2
ln |x2 + 1|+ C.
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3. Ïðåñìåòíåòå

∫
(x2 + 1)5xdx. Äà ïîëîæèì y = x2 + 1. Òîãàâà y′ = 2x è

dy = 2xdx. Çíà÷è dx = dy
2x
. Çàìåñòâàìå x2 + 1 ñ y è dx ñ dy

2x
è ïîëó÷àâàìå∫

y5�x
dy

2�x
=

1

2

∫
y5dy =

1

2

y6

6
+ C =

(x2 + 1)6

12
+ C.

4. Ïðåñìåòíåòå
∫
sin(5x)dx. Ïîëàãàìå y = 5x. Òîãàâà y′ = 5 è dy = 5dx. Çíà÷è

dx = dy
5
. Çàìåñòâàìå 5x ñ y è dx ñ dy

5
è ïîëó÷àâàìå∫

sin(5x)dx =

∫
sin y

dy

5
=

1

5

∫
sin ydy =

1

5
(− cos y) + C = −1

5
cos(5x) + C.

5. Ïðåñìåòíåòå
∫
(sinx)7 cosxdx. Ïîëàãàìå y = sinx. Òîãàâà y′ = cosx è dy =

cosxdx. Çíà÷è dx = dy
cosx

. Çàìåñòâàìå sinx ñ y è dx ñ dy
cosx

è ïîëó÷àâàìå∫
(sinx)7 cosxdx =

∫
y7��cosx

dy

��cosx
=

∫
y7dy =

y8

8
+ C =

(sinx)8

8
+ C.

6. Ïðåñìåòíåòå
∫
(ex+4)5exdx. Ïîëàãàìå y = ex+4. Òîãàâà y′ = ex è dy = exdx.

Çíà÷è dx = dy
ex
. Çàìåñòâàìå ex + 4 ñ y è dx ñ dy

ex
è ïîëó÷àâàìå∫

(ex + 4)5exdx =

∫
y5�e

xdy

�ex
=

∫
y5dy =

y6

6
+ C =

(ex + 4)6

6
+ C.

10.4 Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè

Íåêà u(x) è v(x) ñà äâå ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â èíòåðâàëà I ⊂ R. Àêî ñúùåñòâóâàò

ïðîèçâîäíèòå u′(x) è v′(x), ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå èíòåãðàëà

∫
u(x)dv(x), êàòî èìà-

ìå â ïðåäâèä, ÷å dv(x) = v′(x)dx. Òàêà, ùå ðàçáèðàìå

∫
u(x)dv(x) =

∫
u(x)v′(x)dx.

Àíàëîãè÷íî
∫
v(x)du(x) =

∫
v(x)u′(x)dx.

Òåîðåìà 4. (Ôîðìóëà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè) Àêî u, v ñà íåïðåêúñíàòî äè-
ôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè â äàäåí èíòåðåàë I, òî

(3)

∫
u(x)dv(x) = u(x)v(x)−

∫
v(x)du(x).

Òàçè ôîðìóëà ñå ïðèëàãà çà ïðåñìÿòàíå íà íÿêîè òèïîâå íåîïðåäåëåíè èíòåãðà-
ëè, êàòî èìà çà öåë äà çàìåíè åäèí èíòåãðàë ñ äðóã, çà êîéòî ñå î÷àêâà, ÷å ùå å
ïî-ëåñåí çà ïðåñìÿòàíå. Òóê ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå äâå ãðóïè èíòåãðàëè, êîèòî ñå
ðåøàâàò ñ ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè. Â ïúðâàòà ãðóïà âëèçàò èíòåãðàëèòå
îò âèäà

∫
xn


sinx
cosx
ex

tg x
ctg x

 dx,
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êúäåòî n e åñòåñòâåíî ÷èñëî.
Â òåçè èíòåãðàëè ñ÷èòàìå, ÷å

u(x) = xn è dv(x) =


sinx
cosx
ex

tg x
ctg x

 dx

Ñëåä òîâà íàìèðàìå

du(x) = nxn−1dx è v(x) =

∫


sinx
cosx
ex

tg x
ctg x

 dx.

Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî-÷àñòè.
Ñåãà ùå ðåøèì íÿêîëêî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 3. 1. Äà ïðåñìåòíåì

∫
xexdx. Îçíà÷àâàìå u(x) = x è dv(x) = exdx.

Ïðåñìÿòàìå du(x) = u′(x)dx = x′dx = 1.dx = dx è v(x) =
∫
dv(x) =

∫
exdx = ex.

Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè:∫
xexdx =

∫
xdex = xex −

∫
exdx = xex − ex + C.

2. Äà ïðåñìåòíåì

∫
xe3xdx. Îçíà÷àâàìå u(x) = x è dv(x) = e3xdx. Ïðåñìÿòàìå

du(x) = u′(x)dx = x′dx = 1.dx = dx.
Ïðåñìÿòàíåòî íà v(x) =

∫
dv(x) =

∫
e3xdx å ðàçãëåäàíî â ïðåäíàòà òî÷êà.

Ïîëàãàìå y = 3x, y′ = 3, dy = 3dx, dx = dy
3
. Òàêà

v(x) =

∫
dv(x) =

∫
e3xdx =

∫
ey
dy

3
=

1

3

∫
eydy =

1

3
ey =

1

3
e3x.

Ñåãà ìîæåì äà ïðèëîæèì ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè∫
xe3xdx =

∫
xd

1

3
e3x = x

1

3
e3x −

∫
1

3
e3xdx =

xe3x

3
− 1

3

∫
e3xdx =

xe3x

3
− 1

3
.
1

3
e3x + C =

xe3x

3
− 1

9
e3x + C.

3. Äà ïðåñìåòíåì

∫
x cosxdx. Îçíà÷àâàìå u(x) = x è dv(x) = cos xdx. Ïðåñìÿ-

òàìå du(x) = u′(x)dx = x′dx = 1.dx = dx è v(x) =
∫
dv(x) =

∫
cosxdx = sinx.

Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè∫
x cosxdx =

∫
xd sinx = x sinx−

∫
sinxdx

= x sinx− (− cosx) + C = x sinx+ cosx+ C.
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Äðóãà ãðóïà èíòåãðàëè, êîÿòî ñå ðåøàâà ñ ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè å

∫
xa


lnx
logc x
arctg x
arcsinx

 dx

Òóê ñòåïåííèÿò ïîêàçàòåë a ìîæå äà å âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî.
Â òåçè èíòåãðàëè ñ÷èòàìå, ÷å

u(x) =


lnx
logc x
arctg x
arcsinx

 è dv(x) = xadx.

Ñëåä òîâà íàìèðàìå

du(x) =


lnx
logc x
arctg x
arcsinx


′

dx è v(x) =

∫
xadx =

xa+1

a+ 1
.

Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî-÷àñòè.
Øå ðåøèì íÿêîëêî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 4. 1. Ïðåñìåòíåòå

∫
lnxdx. Äà îçíà÷èì u(x) = lnx è dv(x) = dx. Ïðå-

ñìÿòàìå du(x) = u′(x)dx = 1
x
dx è v(x) =

∫
dv(x)dx =

∫
dx = x. Ïðèëàãàìå ôîðìó-

ëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè∫
lnxdx = x lnx−

∫
xd lnx = x lnx−

∫
�x
1

�x
dx = x lnx−

∫
dx = x lnx− x+ C.

2. Ïðåñìåòíåòå

∫
x3 lnxdx. Äà îçíà÷èì u(x) = lnx è dv(x) = x3dx. Ïðåñìÿòà-

ìå du(x) = u′(x)dx = 1
x
dx è v(x) =

∫
dv(x) =

∫
x3dx = x4

4
. Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà çà

èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè∫
x3 lnxdx =

∫
lnxd

x4

4
=
x4

4
lnx−

∫
x4

4
dlnx

x4

4
lnx−

∫
x�43

4

1

�x
dx =

x4

4
lnx− 1

4

∫
x3dx =

x4

4
lnx− 1

4
.
x4

4
+ C

=
x4

4
lnx− x4

16
+ C
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10.5 Çàäà÷è

Ðåøåòå ñëåäíèòå íåîïðåäåëåíè èíòåãðàëè:∫
(2x+ 1)dx

∫
(1− 3x)dx∫

(x2 − x+ 11)dx

∫
(x4 − x2)dx∫

(1 + x+
x2

2
+
x3

3
+
x4

4
)dx

∫
1

x
dx∫

exdx

∫
2

x
dx∫

e2xdx

∫
1

2 + x∫
ex − e−x

2
dx

∫
ex + e−x

2
dx∫

sinxdx

∫
2

1− x
dx∫

cosxdx

∫
cos 2xdx∫

sin(x− π/3)dx
∫

(sinx+ sin 2x)dx∫
2x(1 + x2)5dx

∫ {
6x5 − 2x−4 − 7x

}
dx∫ {

+3/x− 5 + 4ex + 7x
}
dx

∫
(x/a+ a/x+ xa + ax + ax) dx∫ {√

x− 3
√
x4 +

7
3
√
x2
− 6ex + 1

}
dx

∫ {
2x +

(
1
2

)x}
dx
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