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11 Îïðåäåëåí èíòåãðàë

11.1 Äåôèíèöèÿ

Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) å äåôèíèðàíà â çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [a, b], êúäåòî −∞ <
a < b < ∞ ñà ðåàëíè ÷èñëà. Íàøàòà çàäà÷à ñåãà å äà âúâåäåì åäíî íîâî ïîíÿòèå
îïðåäåëåí èíòåãðàë

b∫
a

f(x)dx,

êîåòî å ÷èñëî è ìîæå äà áúäå èíòåðïðåòèðàíî êàòî ëèöåòî íà ÷àñòòà îò ðàâíèíàòà
çàêëþ÷åíà ìåæäó àáñöèñíàòà îñ, ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f è äâåòå âåðòèêàëíè
ïðàâè x = a è x = b. Ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ïðèáëèçèòåëíî òîâà ëèöå ïî ñëåäíèÿ

a b

y = f(x)

Ðèñ. 1: Ëèöå íà êðèâîëèíååí òðàïåö.

íà÷èí: Íåêà äà ðàçäåëèì èíòåðâàëà [a, b] íà ïî-ìàëêè ïîäèíòåðâàëè ñ òî÷êèòåX =
{xk}nk=0, çà êîèòî

a = x0 < x1 < x2 . . . < xn−1 < xn = b.

Òàêà ïîëó÷àâàìå èíòåðâàëèòå

[x0, x1], [x1, x2], . . . , [xn−1, xn]

ñ äúëæèíè

∆x1 = x1 − x0, ∆x2 = x2 − x1, . . . , ∆xn = xn − xn−1.

Çà âñåêè îò òåçè ïîäèíòåðâàëè èçáèðàìå ïî åäíà òî÷êà ξk ∈ [xk−1, xk], k = 1, 2, . . . , n.
Òî÷êèòå Ξ = {ξk}nk=1 ñà èçáðàíè ïðîèçâîëíî â èíòåðâàëèòå [xk−1, xk]. Ðàçãëåæäàìå
nòå ïðàâîúãúëíèöè ñ îñíîâè [xk−1, xk] è âèñî÷èíè f(ξk), k = 1, 2, . . . , n. Ñóìàòà îò
ëèöàòà èì äà îçíà÷èì ñ

Sn(f) =
∑n

k=1 f(ξk)∆xk.

Ñóìàòà îò ëèöàòà íà òåçè ïðàâîúãúëíèöè ñå íàðè÷à èíòåãðàëíà ñóìà ñúîòâåòíà íà
ðàçäåëÿíåòî (X,Ξ). Òÿ íè äàâà ïðèáëèçèòåëíî ëèöåòî ïîä ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà
f(x). Òîâà å ïîêàçàíî íà ôèãóðà 2.

Îò ôèãóðà 3 ñå âèæäà, ÷å àêî ñå óâåëè÷è áðîÿ íà òî÷êèòå íà äåëåíèå òî ïðèáëè-
æåíèåòî ùå å ïî-äîáðî.
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a = x0
ξ1

x1
ξ2

x2
ξ3

x3
ξ4
x4

ξ5
x5

ξ6
b = x6

Ðèñ. 2: Ïðèáëèçèòåëíî ïðåñìÿòàíå íà ëèöåòî.

a b

Ðèñ. 3: Ïî-äîáðî ïðèáëèæåíèå ñ ïî-ãîëÿì áðîé ïîäèíòåðâàëè.

Íåêà ñåãà äà ðàçãëåäàìå ðåäèöà îò èíòåãðàëíè ñóìè, êîãàòî áðîÿ íà òî÷êèòå íà
äåëåíèå ðàñòå íåîãðàíè÷åíî è äúëæèíèòå íà âñè÷êèòå ïîäèíòåðâàëè êëîíÿò êúì 0.
Ìîæåì äà ñ÷èòàìå ãðàíèöàòà íà òàçè ðåäèöà, àêî ñúùåñòâóâà, çà ëèöå íà êðèâîëè-
íåéíàòà ôèãóðà.

Äåôèíèöèÿ 1. Àêî f å ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà [a, b], êàçâàìå, ÷å

b∫
a

f(x)dx = I,

èíòåãðàëúò îò f(x)ïî dx îò x = a äî x = b e ðàâåí íà ÷èñëîòî I, àêî çà âñÿêî
ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà, ÷å∣∣∣f(ξ1)∆x1 + f(ξ2)∆x2 + · · ·+ f(ξn)∆xn − I

∣∣∣ < ε

å èçïúëíåíî çà âñÿêî ðàçäåëÿíå íà ïîäèíòåðâàëè, çà êîåòî âñè÷êè ∆xk < δ.

Òîâà ÷èñëî I ñ÷èòàìå çà ëèöå íà êðèâîëèíåéíàòà ôèãóðà.
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Ïðèìåð 1. Íåêà f(x) = c å êîíñòàíòà. Òîãàâà f å èíòåãðóåìà, çàùîòî çà âñÿêî
ðàçáèâàíå è âñåêè èçáîð íà òî÷êèòå ξ èìàìå

Sn(f) =
n∑
k=1

f(ξk)∆xk = c
n∑
k=1

4xk = c(b− a)

è ñëåäîâàòåëíî ãðàíèöàòà limn→∞ Sn(f) ñúùåñòâóâà è å ðàâíà íà c(b − a). Tàêà
ìîæåì äà íàïèøåì

b∫
a

cdx = c(b− a).

Ïðåñìÿòàíåòî íà îïðåäåëåí èíòåãðàë íå íàëàãà äà ñå èçïîëçâà äåôèíèöèÿòà. Â
ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. (Îñíîâíà òåîðåìà íà èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå.) Àêî f å ôóíêöèÿ äåôè-

íèðàíà â èíòåðâàëà [a, b], çà êîÿòî îïðåäåëåíèÿò èíòåãðàë
∫ b
a
f(x)dx ñúùåñòâóâà,

è àêî F å åäíà ïðèìèòèâíà íà f, òî â ñèëà å ñëåäíàòà ôîðìóëà (Ôîðìóëà íà
Íþòîí-Ëàéáíèö):

(1)

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a).

Äà ïðèïîìíèì, ÷å ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ íà f å òàêàâà ôóíêöèÿ F , çà êîÿòî
F ′(x) = f(x) çà âñÿêî x ∈ [a, b].

Ñ äðóãè äóìè, íàé-íàïðåä ïðåñìÿòàìå íåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë
∫
f(x)dx= F (x)+

C è äàâàìå íà C êîíêðåòíà ÷èñëåíà ñòîéíîñò (íàé-÷åñòî C = 0), ò.å. âçèìàìå åäíà
ïðèìèòèâíà F (x). Ñëåä òîâà çàìåñòâàìå x ñ b è ïîëó÷àâàìå F (b), ïîñëå çàìåñòâàìå
x ñ a è ïîëó÷àâàìå F (a). Íàêðàÿ ïðåñìÿòàìå ðàçëèêàòà F (b)− F (a).

Òîâà ìîæåì äà çàïèøåì è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

b∫
a

f(x)dx =

∫
f(x)dx

∣∣∣∣b
a

Òàçè ôîðìóëà îáÿñíÿâà çàùî îçíà÷åíèÿòà çà îïðåäåëåí è íåîïðåäåëåí èíòåãðàë
ñà ïîäîáíè íåçàâèñèìî îò òîâà, ÷å äâåòå ïîíÿòèÿ ñà ðàçëè÷íè.

×åñòî ðàçëèêàòà â äÿñíàòà ñòðàíà ñå çàïèñâà è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

F (b)− F (a) = F (x)|x=bx=a = F (x)|ba .

Â èíòåãðàëà
b∫

a

f(x)dx
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÷èñëàòà a è b ñå íàðè÷àò ãðàíèöè íà èíòåãðèðàíåòî, êàòî a å äîëíà ãðàíèöà, b å
ãîðíà ãðàíèöà. Ôóíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèÿ, à ïðîìåíëèâàòà
x ñå íàðè÷à èíòåãðàöèîííà ïðîìåíëèâà.

Äà îòáåëåæèì, ÷å äîêàòî íåîïðåäåëåíèÿò èíòåãðàë å ôóíêöèÿ (äàæå
ìíîæåñòâî îò ôóíêöèè), òî îïðåäåëåíèÿò èíòåãðàë å ÷èñëî!

Òåîðåìà 2. (Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà èíòåãðóåìîñò)
(a) Âñÿêà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ f(x) â èíòåðâàëà [a, b] å èíòåãðóåìà â òîçè

èíòåðâàë.
(b) Âñÿêà ìîíîòîííà ôóíêöèÿ f(x) â èíòåðâàëà [a, b] å èíòåãðóåìà â òîçè èí-

òåðâàë.

11.2 Ñâîéñòâà íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë

Òåîðåìà 3. (Ëèíåéíè ñâîéñòâà íà èíòåãðàëà) Àêî ôóíêöèèòå f è g ñà èíòåãðóåìè
â èíòåðâàëà [a, b] òî òîãàâà

(2)

b∫
a

[
f(x) + g(x)

]
dx =

b∫
a

f(x)dx+

b∫
a

g(x)dx.

àêî c å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà, òî

(3)

b∫
a

cf(x)dx = c

b∫
a

f(x)dx.

Òåîðåìà 4. (Ìîíîòîííîñò íà èíòåãðàëà)
(a) Àêî f å èíòåãðóåìà â [a, b] è f ≥ 0 òîãàâà

b∫
a

f(x)dx ≥ 0.

(á) Àêî f è g ñà èíòåãðóåìè íà [a, b] è f ≥ g òîãàâà

b∫
a

f(x)dx ≥
b∫

a

g(x)dx.

Òåîðåìà 5. Àêî f å èíòåãðóåìà â [a, b] òîãàâà è |f | å èíòåãðóåìà è

|
b∫

a

f(x)dx| ≤
b∫

a

|f(x)|dx.

Òåîðåìà 6. (Àäèòèâíî ñâîéñòâî íà èíòåãðàëà) Íåêà f å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà
[a, b]. Òîãàâà çà âñÿêî c ∈ (a, b), f å èíòåãðóåìà â [a, c] è â [c, b], è
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b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx.

Äî òóê ïîíÿòèåòî îïðåäåëåí èíòåãðàë

b∫
a

f(x)dx

áåøå äåôèíèðàíî ñàìî çà ñëó÷àÿ, êîãàòî a < b. Íåêà äà îïðåäåëèì èíòåãðàëà çà
ïðîèçâîëíà êîìáèíàöèÿ îò äîëíà è ãîðíà ãðàíèöà, êàêòî ñëåäâà:

Àêî a = b, òîãàâà îïðåäåëÿìå

a∫
a

f(x)dx = 0.

Aêî a > b, îïðåäåëÿìå

b∫
a

f(x)dx = −
a∫
b

f(x)dx,

ïðåäïîëàãàéêè, ÷å f å èíòåãðóåìà â [b, a].
Èçïîëçóâàéêè òåçè ñâîéñòâà, íèå ìîæåì ñåãà äà äîêàæåì, ÷å âñÿêà íåïðåêúñíàòà

ôóíêöèÿ èìà ïðèìèòèâíà.

Òåîðåìà 7. (Ñúùåñòâóâàíå íà ïðèìèòâíà çà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ) Àêî f å
íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà I ⊂ R òî çà âñÿêî c ∈ I, ôóíêöèÿòà

F (x) =

x∫
c

f(t)dt

å ïðèìèòèâíà çà f . Òàêà f èìà ïîíå åäíà ïðèìèòèâíà íà I.

11.3 Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè è ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â îïðå-

äåëåí èíòåãðàë

Â òàçè òî÷êà ùå ðàçãëåäàìå äâà îñíîâíè ìåòîäà çà ïðåñìÿòàíå íà îïðåäåëåíè èíòå-
ãðàëè, êîèòî ñå èçïîëçóâàò â äîïúëíåíèå íà ôîðìóëàòà íà Íåþòîí-Ëàéáíèö. Òå ñà
èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïðè îïðåäåëåí èíòåãðàë è ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà ïðè îïðå-
äåëåí èíòåãðàë.

Òåîðåìà 8. (Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïðè îïðåäåëåí èíòåãðàë) Íåêà u, v ñà íåïðåêú-
ñíàòî äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè â êðàéíèÿ çàòâîðåí èíòåðâàë [a, b]. Òîãàâà

b∫
a

u(x)dv(x) = u(x)v(x)|ba −
b∫

a

v(x)du(x)
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= u(b)v(b)− u(a)v(a)−
b∫

a

v(x)u′(x)dx.

Ïðèìåð 2. Äà ïðåñìåòíåì
∫ 1

0
xexdx. Çíàåì, ÷å â òîçè òèï èíòåãðàëè u(x) = x,

du(x) = x′dx = dx, dv(x) = exdx, v(x) =
∫
exdx. Òàêà

1∫
0

xexdx = xex|10 −
1∫

0

exdx = 1.e1 − 0.e0 − ex|10 = e− (e1 − e0) = e− e+ 1 = 1.

Òåîðåìà 9. (Ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå ïðè îïðåäåëåí èíòåãðàë) Íåêà u å íåïðåêú-
ñíàòî äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] è íåéíîòî ìíîæåñòâî îò ñòîéíîñòè å
èíòåðâàëà [α, β], êúäåòî α = u(a), β = u(b). Íåêà f å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â
èíòåðâàëà [α, β]. Òîãàâà ôóíêöèÿòà f(u(x))u′(x) e èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] è
å âÿðíî ðàâåíñòâîòî

b∫
a

f(u(x))u′(x)dx =

u(b)∫
u(a)

f(y)dy.(4)

Çàáåëåæêà 1. Ôîðìóëàòà (4) ìîæå äà ñå çàïîìíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Êîãàòî
ïðàâèì ñìÿíàòà y = u(x) â èíòåãðàëà, òðÿáâà äà çàìåñòèì: u(x) ñ y, u′(x)dx ñ dy
è ãðàíèöèòå a ñ u(a), b ñ u(b) ãðàíèöèòå a è b íà èíòåãðèðàíå çà ïðîìåíëèâàòà x
÷ðåç ãðàíèöèòå u(a) è u(b) íà èíòåãðèðàíå çà ïðîìåíëèâàòà y.

Ïðèìåð 3. 1. Äà ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà
∫ 1

0
(x2 + 2)3xdx. Ïîëàãàìå y = x2 + 2.

Ïðåñìÿòàìå dy = (x2 + 2)′dx = 2xdx, ò.å. xdx = dy
2
. Íîâàòà äîëíà ãðàíèöà å

α = 02 + 2 = 2, a ãîðíàòà β = 12 + 2 = 3. Taêà

1∫
0

(x2 + 2)3xdx =

3∫
2

y3
dy

2
=

1

2

3∫
2

y3dy =
1

2

[
y4

4

∣∣∣∣3
2

]

=
1

2

[
34

4
− 24

4

]
=

81− 16

8
=

65

8
.

11.4 Çàäà÷è

Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå ÷ðåç ôîðìóëàòà íà Íþòîí-Ëàéáíèö.
4∫

−2

(3x− 5) dx

4∫
1

x−2 dx

1∫
0

(1− 2x− 3x2) dx

2∫
1

(5x2 − 4x+ 3) dx
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0∫
−3

(5y4 − 6y2 + 14) dy

1∫
0

(y9 − 2y5 + 3y) dy

4∫
0

√
x dx

1∫
0

x3/7 dx

3∫
1

(
1

t2
− 1

t4

)
dt

2∫
1

t6 − t2

t4
dt

2∫
1

x2 + 1√
x

dx

2∫
0

(x3 − 1)2 dx

1∫
0

u(
√
u+ 3
√
u) du

2∫
1

(x+ 1/x)2 dx

3∫
3

√
x5 + 2 dx

−1∫
1

(x− 1)(3x+ 2) dx

4∫
1

(
√
t− 2/

√
t) dt

8∫
1

(
3
√
r +

1
3
√
r

)
dr

0∫
−1

(x+ 1)3 dx

−2∫
−5

x4 − 1

x2 + 1
dx

e∫
1

x2 + x+ 1

x
dx

9∫
4

(√
x+

1√
x

)2

dx

1∫
0

(
4
√
x5 +

5
√
x4
)
dx

8∫
1

x− 1
3
√
x2

dx

π/3∫
π/4

sin t dt

π/2∫
0

(cos θ + 2 sin θ) dθ

π/2∫
0

(cos θ + sin 2θ) dθ

π∫
2π/3

tanx

cosx
dx

π/2∫
π/3

cotx

sinx
dx

√
3∫

1

6

1 + x2
dx

0.5∫
0

dx√
1− x2

8∫
4

(1/x) dx
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ln 6∫
ln 3

8ex dx

9∫
8

2t dt

−e∫
−e2

3

x
dx

3∫
−2

|x2 − 1| dx
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