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12 Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

Äî ñåãà íèå ñìå ñðåùàëè ðàçëè÷íè âèäîâå óðàâíåíèÿ: ëèíåéíè, êâàäðàòíè, ñèñòåìè
óðàâíåíèÿ, â êîèòî íåèçâåñòíèòå ñà åäíà èëè íÿêîëêî ïðîìåíëèâè âåëè÷èíè. Çà äà
ðåøèì åäíî óðàâíåíèå òðÿáâà äà íàìåðèì ÷èñëî (èëè ÷èñëà), êîèòî çàìåñòåíè íà
ìÿñòîòî íà íåèçâåñòíîòî, äîâåæäàò óðàâíåíèåòî äî âÿðíî ðàâåíñòâî. Òåçè ÷èñëà ñå
íàðè÷àò ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî (èëè ñèñòåìàòà).

Äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å òàêîâà óðàâíåíèå, â êîåòî íåèçâåñòíîòî å ôóíêöèÿ.
Òàçè íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ ó÷àñòâà â óðàâíåíèåòî çàåäíî ñ ïðîèçâîäíèòå ñè äî íÿêà-
êúâ ðåä.

Òîâà ìîæåì äà çàïèøåì â îáùà ôîðìà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

y′ = f(x, y)

èëè
y′′ = f(x, y, y′),

êúäåòî f(x, y) å íÿêàêúâ èçâåñòåí èçðàç, x å íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà, y e íåèçâåñò-
íàòà ôóíêöèÿ è y′, y′′ ñà íåéíèòå ïúðâà è âòîðà ïðîèçâîäíè.

Åäíà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ g(x) å ðåøåíèå íà òîâà äèôåðåíöèàëíî óðàâíå-
íèå, àêî ïðè çàìåñòâàíå íà y, y′ è y′′ ñ g(x), g′(x) è g′′(x)

g′(x) = f(x, g(x)) èëè (g′′(x) = f(x, g(x), g′(x)))

ñå ïðåâúðíå â òúæäåñòâî.

Ïðèìåð 1. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

y′ = cosx+ 3.

Íå å òðóäíî äà ñå ñåòèì, ÷å ôóíêöèÿòà g(x) = sin x + 3x å ðåøåíèå íà òîâà
óðàâíåíèå, çàùîòî g′(x) = cos x+3 è ïðè çàìåñòâàíå, óðàâíåíèåòî ñòàâà òúæäå-
ñòâî. Ïî-íàòàòúê ìîæåì äà âèäèì, ÷å âñÿêà ôóíêöèÿ y = sinx + 3x + C, êúäåòî
C e ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà, ñúùî å ðåøåíèå íà òîâà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.

Ìàëêî ïî-îáùî: Àêî âçåìåì óðàâíåíèåòî y′ = f(x), òî ñúãëàñíî èçó÷åíîòî çà
íåîïðåäåëåí èíòåãðàë y =

∫
f(x)dx = F (x) + C å ðåøåíèå íà òîâà óðàâíåíèå. Òà-

êîâà ðåøåíèå, â êîåòî ó÷àñòâà åäíà èëè ïîâå÷å ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè ñå íàðè÷à
îáùî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî. Êîãàòî íà ïðîèçâîëíàòà êîíñòàíòà äàäåì êîíêðåòíà
÷èñëåíà ñòîéíîñò ïîëó÷àâàìå åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå. Òàêà â ðàçãëåæäàíèÿ ïðèìåð
y = y = sinx + 3x + C e oáùîòî ðåøåíèå, à g(x) = y = sinx + 3x å ÷àñòíî ðåøåíèå,
ïîëó÷åíî ïðè C = 0.

Ðåäúò íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå ñå îïðåäåëÿ îò íàé-âèñîêèÿ ðåä íà ïðî-
èçâîäíèòå, êîèòî ó÷àñòâàò â íåãî. Òàêà óðàâíåíèåòî y′ = f(x, y) å îò ïúðâè ðåä, à
óðàâíåíèåòî y′′ = f(x, y, y′) å îò âòîðè ðåä.

Â çàâèñèìîñò îò âèäà íà ôóíêöèÿòà f äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå ìîæå äà å
ëèíåéíî èëè íåëèíåéíî.
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Ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä èìà ñëåäíèÿ âèä:

y′ = −p(x)y + q(x) èëè y′ + p(x)y = q(x)(1)

êúäåòî p(x) è q(x) ñà äâå èçâåñòíè ôóíêöèè.
Ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä èìà ñëåäíèÿ âèä:

y′′ = −p(x)y′ − q(x)y + r(x) èëè y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x)(2)

êúäåòî p(x), q(x) è r(x) ñà òðè èçâåñòíè ôóíêöèè.

12.1 ÄÓ ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè

Íàé-ïðîñòèÿò òèï äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä ñà òàêà íàðå÷åíèòå óðàâ-
íåíèÿ ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Òå ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò â ñëåäíèÿ îáù âèä

y′ = a(x)b(y) èëè
dy

dx
= a(x)b(y),

êúäåòî a(x) è b(y) ñà äâå èçâåñòíè ôóíêöèè: åäíàòà å ôóíêöèÿ ñàìî íà x, à äðóãàòà -
ñàìî íà y. Ðåøàâàíåòî íà òàêîâà óðàâíåíèå ñå ñâåæäà äî ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå
â äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèåòî è ïðåñìÿòàíå íà äâà èíòåãðàëà íåçàâèñèìî åäèí îò
äðóã.

Òàêà, àêî ôîðìàëíî óìíîæèì äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèåòî ñ dx ùå ïîëó÷èì

dy = a(x)b(y)dx.

Äà ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà íîâîòî óðàâíåíèå ñ b(y). Ïîëó÷àâàìå

dy

b(y)
= a(x)dx.

Ñåãà ëÿâàòà ñòðàíà å ôóíêöèÿ ñàìî íà y, à äÿñíàòà ñàìî íà x. Èíòåãðèðàìå ïîîò-
äåëíî âñÿêà îò äâåòå ñòðàíè∫

dy

b(y)
=

∫
a(x)dx+ C,

êúäåòî, êàêòî çíàåì C å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà. Êàòî èçðàçèì îò òîâà ðàâåíñòâî
y ÷ðåç x è C ïîëó÷àâàìå îáùîòî ðåøåíèå íà ÄÓ. Êîãàòî íà C äàäåì êîíêðåòíà
÷èñëåíà ñòîéíîñò, ñå ïîëó÷àâà åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå íà ÄÓ.

Ïðèìåð 2. Äà ðåøèì ñëåäíîòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè y′ = x2y. Äà
çàïèøåì óðàâíåíèåòî âúâ âèäà

dy

dx
= x2y

è äà èçâúðøèì ñëåäíèòå ïðåîáðàçóâàíèÿ: Óìíîæàâàìå äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíè-
åòî ñ dx è ïîëó÷àâàìå

dy = x2ydx.
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Äåëèì äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèåòî ñ y è ïîëó÷àâàìå

dy

y
= x2dx.

Ñåãà èíòåãðèðàìå äâåòå ñòðàíè ïîîòäåëíî∫
y

dy
=

∫
x2dx.

Òàêà

ln y =
x3

3
+ C,

îò òóê íàìèðàìå îáùîòî ðåøåíèå y = Cex
3/3 íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå.

12.2 Ëèíåéíè ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä

Êàêòî ïîñî÷èõìå è ïî-ãîðå ëèíåéíî îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè
ðåä å óðàâíåíèå îò âèäà

y′ + p(x)y = q(x)

êúäåòî y′ = dy/dx è p(x) è q(x) ñà èçâåñòíè ôóíêöèè íà x.

Àêî p(x) = 0, òî óðàâíåíèåòî ñòàâà y′ = q(x) è ðåøåíèåòî ìó å y =

∫
q(x)dx+C.

Àêî q(x) = 0 óðàâíåíèåòî ñòàâà ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè y′ = −p(x)y è ñå ðåøàâà
êàêòî â ïðåäíàòà òî÷êà.

Â îáùèÿò ñëó÷àé, êîãàòî p(x) 6= 0 è q(x) 6= 0, ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà òåîðåìà,
êîÿòî äàâà îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî.

Òåîðåìà 1. Îáùîòî ðåøåíèå íà îáèêíîâåíî ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò
ïúðâè ðåä y′ + p(x)y = q(x) å

y =
1

µ(x)

[
C +

∫
µ(x)q(x)dx

]
êúäåòî µ(x) = e

∫
p(x)dx.

Òåîðåìàòà äàâà ñëåäíèÿ àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà òàêèâà óðàâíåíèÿ.
ÀËÃÎÐÈÒÚÌ. Çà äà ðåøèì y′+ p(x)y = q(x), èçïúëíÿâàìå ñëåäíèòå ñòúïêè:

(1) Íàìèðàìå P (x) =

∫
p(x)dx.

(1) Íàìèðàìå µ(x) = eP (x).

(2) Íàìèðàìå Q(x) =

∫
µ(x)q(x)dx.

(3) Íàìèðàìå y =
1

µ(x)
[C +Q(x)] .
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Ïðèìåð 3. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî y′ + 2xy = x.
Èìàìå p(x) = 2x è q(x) = x.
(1) Íàìèðàìå

P (x) =

∫
p(x)dx =

∫
2xdx = x2.

Òîãàâà
µ(x) = eP (x) = ex

2

.

(2) Ïðåñìÿòàìå

Q(x) =

∫
µ(x)q(x)dx =

∫
ex

2

xdx.

Ïîëàãàìå y = x2, dy = 2xdx è dx = dy
2x
. Çà èíòåãðàëà ïîëó÷àâàìå

Q(x) =

∫
ey�x

dy

2�x
=

∫
ey
1

2
dy =

1

2

∫
eydy =

1

2
ey =

1

2
ex

2

.

(3) Çàïèñâàìå îáùîòî ðåøåíèå

y = e−x
2

[
1

2
ex

2

+ C] =
1

2
+ Ce−x

2

.

Ïðèìåð 4. Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî xy′ − y = x2e−x.
Íàé-íàïðåä äà ïðåïèøåì óðàâíåíèåòî â ñòàíäàðòíà ôîðìà è äà îïðåäåëèì p(x)

è q(x). Èìàìå ïîñëåäîâàòåëíî y′ − y/x = xe−x, ò.å. p(x) = −1/x è q(x) = xe−x.
(1) Òîãàâà P (x) = −

∫
1
x
dx = − lnx è µ(x) = e− lnx = 1/x.

(2) Ñëåä òîâà íàìèðàìå Q(x) =
∫
xe−x 1

x
dx =

∫
e−xdx = −e−x.

(3) Òàêà

y = x[C − e−x].

12.3 Ëèíåéíè õîìîãåííè ÎÄÓ îò âòîðè ðåä ñ ïîñòîÿííè êîå-

ôèöèåíòè

Äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

ay′′ + by′ + cy = 0,(3)

êúäåòî a, b è c ñà êîíñòàíòè, ñå íàðè÷à ëèíåéíî õîìîãåííî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè îò 2 ðåä.

Ðåøåíèåòî íà òàêîâà óðàâíåíèå ñå íàìèðà ïî ñëåäíèÿ àëãîðèòúì:
1. Ñúñòàâÿìå êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå

ar2 + br + c = 0,

êîåòî ñå íàðè÷à õàðàêòåðèñòè÷íî óðàâíåíèå íà äàäåíîòî ÄÓ.
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Â çàâèñèìîñò îò êîðåíèòå íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå ñå îïðåäåëÿ ðåøåíè-
åòî íà ËÎÄÓ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè (3).

Âúçìîæíè ñà ñëåäíèòå ñëó÷àè:
1. D = b2 − 4ac > 0, (õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå èìà äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè

êîðåíà) r1 =
−b−
√
D

2a
è r2 =

−b−
√
D

2a
.

Îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå å

y(x) = C1e
r1x + C2e

r2x.(4)

2. D = b2−4ac = 0, (õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå èìà åäèí äâîåí ðåàëåí êîðåí)
r1 = r2 =

−b
2a
.

Îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå å

y(x) = C1e
r1x + C2e

r1xx.(5)

3. D = b2 − 4ac < 0, (õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå íÿìà ðåàëíè êîðåíè) Ïðå-

ñìÿòàìå α = −b
2a

è β =

√
|D|
2a

.
Îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå å

y(x) = C1e
αx cos βx+ C2e

αx sin βx.(6)

Äà ðåøèì íÿêîëêî ïðèìåðà:

Ïðèìåð 5. Äà ðåøèì óðàâíåíèåòî y′′ − 3y′ + 2y = 0.
Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå å r2 − 3r + 2 = 0.
Â íåãî a = 1, b = −3, c = 2.
Ïðåñìÿòàìå äèñêðèìèíàíòàòà

D = b2 − 4ac = (−3)2 − 4.1.2 = 9− 8 = 1 > 0

è êîðåíèòå

r1 =
−b−

√
D

2a
=
−(−3)−

√
1

2.1
=

3− 1

2
= 1,

r2 =
−b+

√
D

2a
=
−(−3) +

√
1

2.1
=

3 + 1

2
= 2.

Èìàìå 1 ñëó÷àé è ïî ôîðìóëà (4) çàïèñâàìå îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàë-
íîòî óðàâíåíèå

y(x) = C1e
x + C2e

2x.
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Ïðèìåð 6. Äà ðåøèì óðàâíåíèåòî y′′ − 4y′ + 4y = 0.
Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå å r2 − 4r + 4 = 0.
Â íåãî a = 1, b = −4, c = 4.
Ïðåñìÿòàìå äèñêðèìèíàíòàòà

D = b2 − 4ac = (−4)2 − 4.1.4 = 16− 16 = 0

è êîðåíèòå ñà ðåàëíè è ðàâíè

r1 = r2 =
−b
2a

=
−(−4)
2.1

= 2.

Èìàìå ñëó÷àé 2 è îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå ñå çàïèñâà
ïî ôîðìóëà (5)

y(x) = C1e
2x + C2e

2xx.

Ïðèìåð 7. Äà ðåøèì óðàâíåíèåòî y′′ + 4y′ + 5y = 0.
Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå å r2 + 4r + 5 = 0.
Â íåãî a = 1, b = 4, c = 5.
Ïðåñìÿòàìå äèñêðèìèíàíòàòà

D = b2 − 4ac = (4)2 − 4.1.5 = 16− 20 = −4 < 0.

Èìàìå òðåòèÿ ñëó÷àé. Ïðåñìÿòàìå ÷èñëàòà α = −b
2a

= −4
2.1

= −2 è β =

√
|D|
2a

=√
|−4|
2.1

= 1 Ñåãà ïî ôîðìóëà ((6) çàïèñâàìå îáùîòî ðåøåíèå

y(x) = C1e
−2x cosx+ C2e

−2x sinx.

12.4 Çàäà÷à íà Êîøè

Äî òóê â ëåêöèÿòà íàìèðàõìå îáùèòå ðåøåíèÿ íà äèôåðåíöèaëíèòå óðàâíåíèÿ, êîè-
òî çàâèñÿò îò åäíà èëè ïîâå÷å ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè. Êàêòî áåøå êàçàíî â íà÷àëîòî,
àêî íà òåçè ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè äàäåì êîíêðåòíè ÷èñëåíè ñòîéíîñòè, ïîëó÷àâàìå
åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå.

Â ðàçëè÷íè îáëàñòè íà íàóêàòà è ïðàêòèêàòà, êúäåòî âúçíèêâàò äèôåðåíöèàë-
íè óðàâíåíèÿ, ñå òúðñè ÷àñòíî ðåøåíèå, êîåòî äà óäîâëåòâîðÿâà íå ñàìî óðàâíå-
íèåòî, íî è äðóãè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ. Òóê ùå ðàçãëåäàìå ëèíåéíè õîìîãåííè
óðàâíåíèÿ, çà êîèòî ñà çàäàäåíè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ, êîèòî îòäåëÿò åäíî ÷àñòíî
ðåøåíèå.

Â îáù âèä çàäà÷àòà å ñëåäíàòà:

ay′′ + by′ + cy = 0

y(x0) = y0, y′(x0) = y1.

Îñâåí óðàâíåíèåòî ñà äàäåíè óñëîâèÿ çà ñòîéíîñòòà íà ðåøåíèåòî y(x) è íà ïúðâàòà
ìó ïðîèçâîäíà y′(x) â äàäåíà òî÷êà x0. Òåçè óñëîâèÿ ñå íàðè÷àò íà÷àëíè óñëîâèÿ,
çàäà÷àòà, êàêòî å äàäåíà, ñå íàðè÷à íà÷àëíà çàäà÷à èëè çàäà÷à íà Êîø�è.
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Ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà íà Êîø�è ñå ñúñòîè îò ñëåäíèòå ñòúïêè:
1) Íàìèðàìå îáùîòî ðåøåíèå y = C1φ1(x) + C2φ2(x).
2) Íàìèðàìå y′ = C1φ

′
1(x) + C2φ

′
2(x).

3) Êàòî èçïîëçâàìå íà÷àëíèòå óñëîâèÿ, ñúñòàâÿìå ñèñòåìàòà àëãåáðè÷íè óðàâ-
íåíèÿ çà êîíñòàíòèòå C1 è C2:∣∣∣∣ C1φ1(x0) + C2φ2(x0) = y0

C1φ
′
1(x0) + C2φ

′
2(x0) = y1

è ÿ ðåøàâàìå.
4) Ñ íàìåðåíèòå ÷èñëà C1, C2 çàìåñòâàìå ïðîèçâîëíèòå êîíñòàíòè â îáùîòî ðå-

øåíèå.

Ïðèìåð 8. Äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè∣∣∣∣ y′′ − 6y′ + 8y = 0
y(0) = 1, y′(0) = 2.

1) Íàìèðàìå îáùîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî y′′−6y′+8y = 0. Õàðàêòåðèñòè÷-
íîòî óðàâíåíèå å r2 − 6r + 8 = 0. Êîðåíèòå ìó ñà r1 = 2 è r2 = 4. Òàêà, îáùîòî
ðåøåíèå å y = C1e

2x + C2e
4x.

2) y′ = C1.2e
2x + C2.4e

4x = 2C1e
2x + 4C2e

4x.
3) Îò y(0) = 1 êàòî çàìåñòèì â îáùîòî ðåøåíèå x ñ 0 è y ñ 1, ïîë÷àâàìå

C1e
0 + C2e

0 = 1 èëè C1 + C2 = 1. Ïî ñúùèÿ íà÷èí, îò y′(0) = 2 êàòî çàìåñòèì â
y′, x ñ 0 è y′ ñ 2, ïîëó÷àâàìå 2C1e

0 + 4C2e
0 = 2 èëè 2C1 + 4C2 = 2. Ñèñòåìàòà å∣∣∣∣ C1 + C2 = 1

2C1 + 4C2 = 2

Ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà å C1 = 1, C2 = 0.
4) Òúðñåíîòî ÷àñòíî ðåøåíèå å y = 1.e2x + 0.e4x, ò.å. y = e2x.

12.5 Çàäà÷è

1. Ðåøåòå ñëåäíèòå ëèíåéíè ÄÓ îò ïúðâè ðåä:

y′ − 2x

x2 + 1
y = x2 + 1 y′ +

x

1− x2
y = 1 y′ − y tg x =

2x

cosx
y′ + y tg x =

1

cosx

y′ − 1

x
y = x y′ − 2x

x2 + 1
y = 2x(x2 + 1) y′ +

3y

x
=

2

x3
y′ − 4y

x
=

1

x

2. Ðåøåòå ñëåäíèòå ëèíåéíè õîìîãåííè ÄÓ îò âòîðè ðåä:

y′′ − 4y′ + 3y = 0 y′′ + 2y′ − 8y = 0 y′′ + 3y′ + 2y = 0 y′′ − 16y = 0
y′′ − y′ − 90y = 0 y′′ + 4y′ − 21y = 0 y′′ + 12y′ + 35y = 0 y′′ − 13y′ + 36y = 0
y′′ − 2y′ + y = 0 y′′ + 8y′ + 16y = 0 y′′ + 6y′ + 25y = 0 y′′ + 9y = 0

3. Ðåøåòå çàäà÷àòà íà Êîøè:
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∣∣∣∣ y′′ − 5y′ + 6y = 0
y(0) = 2, y′(0) = 0

∣∣∣∣ y′′ + 6y′ + 13y = 0
y(0) = 0, y′(0) = 1

∣∣∣∣ 2y′′ − y′ = 0
y(0) = 7, y′(0) = 5

∣∣∣∣ y′′ − 4y = 0
y(0) = 5, y′(0) = 6
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