
ÌÅÄÈÖÈÍÑÊÈ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ-ÏËÅÂÅÍ

ÔÀÊÓËÒÅÒ �ÔÀÐÌÀÖÈß�

ÖÅÍÒÚÐ ÇÀ ÄÈÑÒÀÍÖÈÎÍÍÎ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

ÊÀÒÅÄÐÀ "ÔÈÇÈÊÀ, ÁÈÎÔÈÇÈÊÀ, ÊËÈÍÈ×ÍÈ È

ÏÐÅÄÊËÈÍÈ×ÍÈ ÍÀÓÊÈ"

ËÅÊÖÈß � 14

ÇÀ ÄÈÑÒÀÍÖÈÎÍÍÀ ÑÀÌÎÏÎÄÃÎÒÎÂÊÀ ÏÎ Ó×ÅÁÍÀ

ÄÈÑÖÈÏËÈÍÀ "ÂÈÑØÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ"

ÇÀ ÑÒÓÄÅÍÒÈ ÎÒ ÑÏÅÖÈÀËÍÎÑÒ "ÔÀÐÌÀÖÈß"

ÒÅÌÀ: Ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.

ÐÀÇÐÀÁÎÒÈË: ïðîô. Êîñòî Ìèòîâ

ãð. Ïëåâåí 2020 ãîä.



14 Ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

14.1 Äèñêðåòíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.

Â ìíîãî ñëó÷àè å óäîáíî èçõîäèòå îò åäèí ñëó÷àåí åêñïåðèìåíò äà ñå èçðàçÿâàò ñ
÷èñëà. Åäèí òèïè÷åí ïðèìåð å õâúðëÿíåòî íà çàðîâå.

Äåôèíèöèÿ 1 Íåêà Ω å ïðîñòðàíñòâîòî îò åëåìåíòàðíèòå èçõîäè ñâúðçàíè ñ
äàäåí îïèò. Íåêà X e ôóíêöèÿ, êîÿòî íà âñåêè åëåìåíòàðåí èçõîä ñúïîñòàâÿ ðå-
àëíî ÷èñëî, ò.å.

X : Ω→ R.

Òàêàâà ôóíêöèÿ, ÷èèòî ñòîéíîñòè çàâèñÿò îò èçõîäèòå íà ñëó÷àåí îïèò, íàðè-
÷àìå ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.

Ïðèìåð 1 1. Õâúðëÿìå åäíîêðàòíî ïðàâèëíà ìîíåòà. Çíàåì, ÷å Ω = {E, T}. Íåêà
X(E) = 1, X(T ) = −1. X e ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ äâå âúçìîæíè çíà÷åíèÿ.
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2. Õâúðëÿìå ïðàâèëåí çàð. Òîãàâà

ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ω6

Ðèñ. 1: Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñâúðçàíà ñ õâúðëÿíå íà íà ïðàâèëåí çàð

Îáè÷àéíî, íèå ñ÷èòàìå, ÷å Z(ω1) = 1, Z(ω2) = 2, Z(ω3) = 3, Z(ω4) = 4,
Z(ω5) = 5, Z(ω6) = 6. Îò òóê íå å òðóäíî äà ñå äîñåòèì, ÷å ìîæåì äà ïðå-
ñìÿòàìå âåðîÿòíîñòèòå íà ðàçëè÷íè ñúáèòÿ ñâúðçàíè ñ òàçè ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.
Òàêà ñúáèòèåòî {Z = 3} = ω3 è ñëåäîâàòåëíî P{Z = 1} = 1/6. Ñúùîòî å âÿðíî è
çà äðóãèòå ñòîéíîñòè íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà.

Äåôèíèöèÿ 2 Íåêà X : Ω→ R å ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñâúðçàíà ñ äàäåí îïèò, êîÿòî
ïðèåìà êðàåí áðîé ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè x1 < x2 < . . . < xn. Àêî ñà íè èçâåñòíè
âåðîÿòíîñòèòå P{X = xi} = pi, i = 1, 2, . . . , n êàçâàìå, ÷å å èçâåñòåí çàêîíà çà
ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X. Òîâà çàïèñâàìå â òàáëèöà

X x1 x2 . . . xn
P p1 p2 . . . pn

Ïðèåòî å ñòîéíîñòèòå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà äà ñà ïîäðåäåíè â òàáëèöàòà â
íàðàñòâàù ðåä.

Çà âåðîÿòíîñòèòå â äîëíèÿ ðåä íà òàáëèöàòà å â ñèëà:

pi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n

p1 + p2 + . . .+ pn = 1.

Ïðèìåð 2 Çà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè, ðàçãëåäàíè â Ïðèìåð 1, çàêîíèòå çà ðàçïðå-
äåëåíèå ñà ñëåäíèòå

X −1 1
P 0, 5 0, 5

Z 1 2 3 4 5 6
P 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

.

Íåêà ïðåñìåòíåì âåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî {Z ≤ 4}. Òîâà ñúáèòèå ìîæåì
äà ïðåäñòàâèì êàòî ñóìà íà 4 íåñúâìåñòèìè ñúáèòèÿ

{Z ≤ 4} = {Z = 1}+ {Z = 2}+ {Z = 3}+ {Z = 4}.

Ïî òåîðåìàòà çà ñúáèðàíå íà âåðîÿòíîñòèòå

P{Z ≤ 4} = P{Z = 1}+ P{Z = 2}+ P{Z = 3}+ P{Z = 4} = 4.
1

6
=

2

3
.

Ïî òàêúâ íà÷èí ìîæåì äà ïðåñìÿòàìå è âåðîÿòíîñòèòå íà äðóãè ñúáèòèÿ
ñâúðçàíè ñ äàäåíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.
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14.2 ×èñëîâè õàðàêòåðèñòèêè íà äèñêðåòíè ñëó÷àéíè âåëè-

÷èíè

Íåêà å äàäåíà äèñêðåòíà ñë. âåëè÷èíà X ñ íåéíèÿ çàêîí çà ðàçïðåäåëíèå:

X x1 x2 . . . xn
P p1 p2 . . . pn

.

� Ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå.

Äåôèíèöèÿ 3 ×èñëîòî E(X) = p1.x1 + p2.x2 + . . . + pn.xn ñå íàðè÷à ìàòå-
ìàòè÷åñêî î÷àêâàíå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X.

Èçïîëçâàò ñå ñúùî è ïîíÿòèÿòà ñðåäíà ñòîéíîñò è ñðåäíî.

Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíàX å ìÿðêà çà ïîëîæåíèåòî
íà ñòîéíîñòèòå íà òàçè ñëó÷àéíà âåëè÷èíà âúðõó ÷èñëîâàòà îñ.

Çà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè X è Z îò Ïðèìåðè 1 è 2 ìàòåìàòè÷åñêèòå î÷àêâàíèÿ
ñà ñúîòâåòíî:

E(X) = 0, 5.(−1) + 0, 5.1 = 0;

E(Z) =
1

6
.1 +

1

6
.2 +

1

6
.3 +

1

6
.4 +

1

6
.5 +

1

6
.6 =

21

6
= 3, 5.

� Äèñïåðñèÿ.

Äåôèíèöèÿ 4 ×èñëîòî D(X) = p1(x1−E(X))2+p2(x2−E(X))2+. . .+pn(xn−
E(X))2 ñå íàðè÷à äèñïåðñèÿ íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X.

Äèñïåðñèÿòà èçìåðâà ðàçñåéâàíåòî (îòêëîíåíèåòî) íà ñòîéíîñòèòå íà ñëó÷àé-
íàòà âåëè÷èíà îòíîñíî ìàòåìàòè÷åñêîòî è î÷àêâàíå. Êîëêîòî ñà ïî-ðàçïèëåíè
ñòîéíîñòèòå ñïðÿìî E(X), òîëêîâà å ïî-ãîëÿìà äèñïåðñèÿòà.

Çà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè X è Z îò Ïðèìåðè 1 è 2 äèñïåðñèèòå ñà ñúîòâåòíî:

D(X) = 0, 5.(−1− 0)2 + 0, 5.(1− 0)2 = 0, 5 + 0, 5 = 1;

D(Z) =
1

6
.(1− 3, 5)2 +

1

6
.(2− 3, 5)2 +

1

6
.(3− 3, 5)2

+
1

6
.(4− 3, 5)2 +

1

6
.(5− 3, 5)2 +

1

6
.(6− 3, 5)2

=
8, 75

3
≈ 2, 917.

� Ñòàíäàðòíî îòêëîíåíèå e ìÿðêà çà ðàçñåéâàíåòî íà ñòîéíîñòèòå íà ñëó÷àéíàòà
âåëè÷èíà îòíîñíî ñðåäíîòî, êîÿòî, çà ðàçëèêà îò äèñïåðñèÿòà, ñå èçìåðâà ñúñ
ñúùèòå ìåðíè åäèíèöè, êàêòî ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå.
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Äåôèíèöèÿ 5 ×èñëîòî σ(X) =
√
D(X) ñå íàðè÷à ñòàíäàðòíî îòêëîíåíèå

íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X.

� Ñâîéñòâà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå:

1. E(C) = C, êúäåòî C e êîíñòàíòà;

2. E(aX + b) = aE(X) + b, êúäåòî a è b ñà êîíñòàíòè;

3. E(X + Y ) = E(X) + E(Y ), êúäåòî X è Y ñà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.

� Ñâîéñòâà íà äèñïåðñèÿòà:

1. D(X) ≥ 0, çà âñÿêà ñ. âåëè÷èíà X, êàòî D(X) = 0, ñàìî êîãàòî X e
êîíñòàíòà;

2. D(aX + b) = a2D(X), êúäåòî a è b ñà êîíñòàíòè;

3. D(X) = E(X2) − [E(X)]2, êúäåòî E(X2) = p1x
2
1 + p2x

2
2 + . . . + pnx

2
n è ñå

íàðè÷à âòîðè íà÷àëåí ìîìåíò íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X.

14.3 Íåïðåêúñíàòè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè

Åäíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà íàðè÷àìå íåïðåêúñíàòà, àêî òÿ ïðèåìà âñè÷êè ñòîéíîñòè
îò äàäåí èíòåðâàë.

Òúé êàòî ÷èñëàòà îò åäèí èíòåðâàë, êðàåí èëè áåçêðàåí, ñà íåèçáðîèìî ìíîãî,
òî ÿñíî å, ÷å íå ìîæåì äà ïðåäñòàâèì çàêîíà çà ðàçïðåäåëåíèå íà òàêàâà ñëó÷àéíà
âåëè÷èíà âúâ âèä íà òàáëèöà.

Ïîâåäåíèåòî íà åäíà íåïðåêúñíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñå îïèñâà ñ íåéíàòà ôóíê-
öèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå è íåéíàòà ïëúòíîñò.

Äåôèíèöèÿ 6 Ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà íåïðåêúñíàòàòà ñëó÷àéíà X âå-
ëè÷èíà ñå îïðåäåëÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

FX(x) = P (X ≤ x), çà âñè÷êè x ∈ (−∞,∞).

Äåôèíèöèÿ 7 Ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà íåïðåêúñíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷è-
íà X ñå îïðåäåëÿ ÷ðåç

fX(x) = F ′X(a).

Îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà ïëúòíîñòèòå ñà:
1. fX(x) ≥ 0 çà âñÿêî x;

2.

∫ ∞
−∞

fX(x)dx = 1;

3. P (a < x ≤ b) =

∫ b

a

fX(x)dx;

4. P (X ∈ [x, x+ dx)) = fX(x)dx.
5. FX(x) =

∫ x

−∞ fX(y)dy.
Ñðàâíåíèå ìåæäó ïëúòíîñò íà íåïðåêúñíàòà ñë. âåëè÷èíà è ðåä íà ðàçïðåäåëåíèå

íà äèñêðåòíà ñë. âåëè÷èíà.
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äèñêðåòíà íåïðåêúñíàòà
pX(x) ≥ 0 fX(x) ≥ 0
P (X = x) = pX(x) P (x ≤ X < x+ dx) = fX(x)dx∑
∀x

pX(x) = 1

∫ ∞
−∞

fX(x)dx = 1

14.4 ×èñëîâè õàðàêòåðèñòèêè íà íåïðåêúñíàòè ñëó÷àéíè âå-

ëè÷èíè

Íåêà å äàäåíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ñ ïëúòíîñò fX(x). ×èñëîâèòå õàðàêòåðèñòèêè
íà òàçè ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñå ïðåñìÿòàò ïî ñëåäíèòå ôîðìóëè:

� Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå E(X) =
∫∞
−∞ xfX(x)dx;

� Äèñïåðñèÿòà D(X) =
∫∞
−∞(x− E(X))2fX(x)dx;

� Ñòàíäàðòíîòî îòêëîíåíèå σ(X) =
√
D(X).

Ñâîéñòâàòà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå è äèñïåðñèÿòà ñà ñúùèòå êàêòî è ïðè
äèñêðåòíèòå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.

Äèñïåðñèÿòà ìîæå ñå ïðåñìÿòà è ïî ôîðìóëàòà D(X) = E(X2) − [E(X)]2, êàòî
âòîðèÿò ìîìåíò E(X2) ñå ïðåñìÿòà ïî ôîðìóëàòà

∫∞
−∞ x

2fX(x)dx.

Ïðèìåð 3 Äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ñ ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå â èí-
òåðâàëà [0, 1] (Îçíà÷àâà ñå X ∼ U(0, 1)). Ïëúòíîñòòà íà òàçè ñëó÷àéíà âåëè÷èíà
å

fX(x) =


0, x ∈ (−∞, 0),
1, x ∈ [0, 1],
0, x ∈ (1,∞)

Ïðåñìÿòàìå:
- Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå

E(X) =

∫ ∞
−∞

xfX(x)dx

=

∫ 0

−∞
x.0.dx+

∫ 1

0

x.1.dx+

∫ ∞
1

x.0.dx

=

∫ 1

0

xdx =
x2

2

∣∣∣∣1
0

=
1

2
− 0

2
=

1

2
.

- Âòîðèÿ ìîìåíò
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E(X2) =

∫ ∞
−∞

x2fX(x)dx

=

∫ 0

−∞
x2.0.dx+

∫ 1

0

x2.1.dx+

∫ ∞
1

x2.0.dx

=

∫ 1

0

x2dx =
x3

3

∣∣∣∣1
0

=
1

3
− 0

3
=

1

3
.

- Äèñïåðñèÿòà

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
1

3
−
(

1

2

)2

=
1

3
− 1

4
=

1

12
.

14.5 Çàäà÷è

1. Äàäåíà å ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñúñ çàêîí çà ðàçïðåäåëåíèå

X −2 −1 0 3
P 0, 2 0, 3 p 0, 4

.

Ïðåñìåòíåòå p =?, E(X) =?, D(X) =?, σ(X) =?
2. Çà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å èçâåñòíî, ÷å E(X) = 2 è D(X) = 1. Ïðåñìåòíåòå

E(3X + 4), D(−2X + 1).
3. Äàäåíà å íåïðåêúñíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ñ ïëúòíîñò

fX(x) =


0, x ∈ (−∞, 0),
2x, x ∈ [0, 1],
0, x ∈ (1,∞)

Ïðåñìåòíåòå E(X) =?, D(X) =?, σ(X) =? è P (X ∈ [0, 2; 0, 6].
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