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15 Íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå åäèí ñïåöèàëåí ñëó÷àé íà íåïðåêúñíàòè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè,
êîèòî èìàò òâúðäå ãîëÿìî ïðèëîæåíèå â ñòàòèñòèêàòà è â ïðàêòèêàòà èçîáùî.

Äåôèíèöèÿ 1 Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðè

a è σ2, àêî ïëúòíîñòòà è èìà âèäà

fX(x) =
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σ
√

2π
e−

1
2
(x−a
σ

)2 çà −∞ < x <∞

Òîâà ñå çàïèñâà íàêðàòêî òàêà X ∼ N(a, σ2). Âèæäà ñå, ÷å íîðìàëíàòà ïëúòíîñò
èìà äâà ïàðàìåòúðà a è σ. Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 Àêî X ∼ N(a, σ2) òî E(X) = a è D(X) = σ2.

Ïîðàäè òîâà, ÷åñòî ñå êàçâà, ÷å X å íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíà ñúñ ñðåäíî a è äèñ-
ïåðñèÿ σ2.

Ïðè ðàçëè÷íè çíà÷åíèÿ íà òåçè ïàðàìåòðè ñå ïîëó÷àâàò ðàçëè÷íè íîðìàëíî
ðàçïðåäåëåíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, ñ êîèòî ìîãàò äà ñå îïèøàò ðåçóëòàòèòå îò åäèí
èëè äðóã ñëó÷àåí åêñïåðèìåíò.

Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å èíòåãðàëúò, ñ êîéòî ñå çàäàâà ôóíêöèÿòà íà ðàçïðå-
äåëåíèå íà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíà ñë. â. X,
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íå ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå ïî îáè÷àéíèÿ íà÷èí è äà ñå ïîëó÷è â ÿâåí âèä íÿêàêâà
ôóíêöèÿ. Åäèíñòâåíèÿò íà÷èí çà ïðåñìÿòàíå íà ñòîéíîñòèòå íà òàçè ôóíêöèÿ íà
ðàçïðåäåëåíèå å êàòî ïðåñìÿòàìå èíòåãðàëà ÷èñëåíî. Òîâà íå å ìíîãî óäîáíî, íî
åäíî âàæíî ñâîéñòâî íà íîðìàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå äàâà âúçìîæíîñò äà ñå èçáåãíàò
ìíîãîêðàòíè ÷èñëåíè ïðåñìÿòàíèÿ íà èíòåãðàëè çà ðàçëè÷è a è σ2.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñúñ ñðåäíî
a = 0 è äèñïåðñèÿ σ2 = 1 Ïðèåòî å äà ñå îçíà÷àâà ñúñ Z (ò.å. Z ∼ N(0, 1)). Íåéíàòà
ïëúòíîñò å

φ(z) =
1√
2π
e−

1
2
z2 , z ∈ (−∞,∞)

è ñúîòâåòíàòà ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå èìà âèäà

Φ(z) =
1√
2π

∫ z

−∞
e−

1
2
u2du, z ∈ (−∞,∞).

Òàçè ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñå íàðè÷à ñòàíäàðòíà íîðìàëíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.
Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 Àêî X ∼ N(a, σ2) òî ñëó÷àéíà âåëè÷èíà

Z =
X − a
σ
∼ N(0, 1).
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Òàêà àêî X ∼ N(a, σ2), òåîðåìàòà íè êàçâà, ÷å çà Z =
X − a
σ

å èçïúëíåíî:

1. E(Z) = 0
2. Var(Z) = 1,
3. Z èìà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå.
Òîçè ôàêò íè äàâà âúçìîæíîñò äà ïðåñìåòíåì ñòîéíîñòèòå ñàìî íà ñòàíäàðòíàòà

íîðìàëíà ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå Φ(z), äà ãè çàïèøåì â òàáëèöà è äà èçïîëç-
âàìå ãîðíîòî ïðåîáðàçóâàíèå çà ïðåñìÿòàíå íà âåðîÿòíîñòè çà âñÿêàêâè íîðìàëíè
ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.

Òúé êàòî òåçè òàáëèöè îòäàâíà ñà íàïðàâåíè è ãè èìà âúâ âñÿêà êíèãà ïî âåðî-
ÿòíîñòè è ñòàòèñòèêà íèå ñåãà ùå âèäèì ñàìî êàê äà ãè èçïîëçâàìå. Äà îòáåëåæèì
íÿêîëêî ïîëåçíè ñâîéñòâà.

1. Ïëúòíîñòòà íà Z å ÷åòíà ôóíêöèÿ, ò.å. èçïúëíåíî å ðàâåíñòâîòî

Φ(z) = 1− Φ(−z).

2. Ãðàôèêàòà íà φ(z) èìà âèäà (ñèìåòðè÷íà å ñïðÿìî îðäèíàòíàòà îñ)

3. Âåðîÿòíîñòòà P (Z ≤ β) = Φ(β) =
∫ β
−∞ φ(z)dz å ëèöåòî ïîä êðèâàòà îò −∞ äî

β.

4. Âåðîÿòíîñòòà P (α < Z ≤ β) = Φ(β)− Φ(α) =
∫ β
α
φ(z)dz å ëèöåòî ïîä êðèâàòà

îò α äî β.

3



4



15.1 Èçïîëçóâàíå íà òàáëèöà íà ñòàíäàðòíîòî íîðìàëíî ðàç-

ïðåäåëåíèå
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Êàòî èçïîëçâàìå ñâîéñòâàòà 1.-4. è òàáëèöàòà íà ñòàíäàðòíàòà íîðìàëíà ôóíê-
öèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå íèå ìîæåì äà ïðåñìÿòàìå âåðîÿòíîñòè çà âñÿêà äðóãà íîð-
ìàëíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà âåëè÷èíà.

Íåêà X ∼ N(a, σ2).

1. çàäà÷à. Òúðñèì P (X ≤ β). Ïðåñìÿòàìå z = β−a
σ
.

Òîãàâà P (X ≤ β) = Φ(z);

2. çàäà÷à. Òúðñèì P (α < X ≤ β).

Ïðåñìÿòàìå z1 = α−a
σ

è z2 = β−a
σ
.

Íàìèðàìå îò òàáëèöàòà Φ(z1) è Φ(z2).

Òîãàâà P (α < X ≤ β) = Φ(z2)− Φ(z1).

3. çàäà÷à. Òúðñèì P (X > β). Ïðåñìÿòàìå z = β−a
σ
.

Òîãàâà P (X > β) = 1− Φ(z);

Çàáåëåæêà 1 Ïðè èçïîëçâàíåòî íà òàáëèöàòà çà ñòîéíîñòèòå íà Φ(z), äàäåíà
â ëåêöèÿòà, òðÿáâà äà ñïàçâàìå ñëåäíèòå ïðàâèëà:

1. Àêî z ≥ 0,òîãàâà Φ(z) íàìèðàìå íåïîñðåäñòâåíî â òàáëèöàòà.
2. Aêî z < 0, íàìèðàìå îò òàáëèöàòà Φ(|z|) è ïðåñìÿòàìå Φ(z) = 1− Φ(|z|).

15.2 Ïðèìåðè

Ïðèìåð 1 Íåêà X ∼ N(0, 4). Äà íàìåðèì P (X ≤ 1).
Èìàìå a = 0, σ2 = 4, ñëåäîâàòåëíî σ = 2. Ïðåñìÿòàìå

z =
1− a
σ

=
1− 0

2
= 0, 5 > 0.

Íàìèðàìå â íàé-äÿñíàòà êîëîíà íà òàáëèöàòà, ïîä z, ÷èñëîòî 0, 5 è â êîëîíàòà
äî íåÿ îò÷èòàìå Φ(0, 5) = 0, 6915. Òàêà P (X ≤ 1) = Φ(0, 5) = 0, 6915. Òîâà å ëèöåòî
íà îáëàñòòà ïîêàçàíà íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà.
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Ïðèìåð 2 Íåêà X ∼ N(2, 9). Äà íàìåðèì P (0 ≤ X ≤ 3). Èìàìå a = 2, σ2 = 9,
ñëåäîâàòåëíî σ = 3.

Ïîñëåäîâàòåëíî ïðåñìÿòàìå

z1 =
0− a
σ

=
0− 2

3
= −0, 67

è

z2 =
3− a
σ

=
3− 2

3
= 1/3 = 0, 33.

Íàìèðàìå Φ(z1) = Φ(−0, 67) = 1 − Φ(0, 67) = 1 − 0, 7486 = 0, 1514 è Φ(z2) =
Φ(0, 33) = 0, 6293.

Òàêà P (0 ≤ X ≤ 3) = Φ(z2) − Φ(z1) = Φ(0, 33) − Φ(−0, 67) = 0, 6293 − 0, 1514 =
0, 4779.

Òîâà å ëèöåòî íà îáëàñòòà ïîêàçàía íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà.

Ïðèìåð 3 Íåêà X ∼ N(1, 1). Äà íàìåðèì P (X > −0, 5). Èìàìå a = 1, σ2 = 1,
ñëåäîâàòåëíî σ = 1.

Ïîñëåäîâàòåëíî ïðåñìÿòàìå

z =
−0, 5− a

σ
=
−0, 5− 1

1
= −1, 5.

Íàìèðàìå Φ(z) = Φ(−1, 5) = 1− Φ(1, 5) = 1− 0, 9332 = 0, 0668.
Òàêà P (X > −0, 5) = Φ(−1, 5) = 0, 0668.

Ïðèìåð 4 Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å ðúñòúò íà ÷îâåê å íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíà ñëó÷àéíà

âåëè÷èíà ñ ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå 175cm è ñòàíäàðòíî îòêëîíåíèå 10cm. Êàêâà
å âåðîÿòíîñòòà ñëó÷àéíî èçáðàí ÷îâåê äà å íà ðúñò ìåæäó 180cm è 190cm?

Äà îçíà÷èì ðúñòà íà ÷îâåêà ñ Xcm. Òîâà å íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíà ñëó÷àéíà

âåëè÷èíà X ñúñ ñðåäíî a = 175cm è ñòàíäàðòíî îòêëîíåíèå σ = 10cm. Túðñèì
âåðîÿòíîñòòà P (180 < X ≤ 190).

Ïðåñìÿòàìå z1 = 180−175
10

= 0, 5 è z2 = 190−175
10

= 1, 5. Îò òàáëèöàòà íàìèðàìå

Φ(z1) = 0, 6915 è Φ(z2) = 0, 9332.
Taêà P (180 < X ≤ 190) = Φ(z2)−Φ(z1) = 0, 9332− 0, 6915 = 0, 2417 e òúðñåíàòà

âåðîÿòíîñò.
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15.3 Çàäà÷è

1. Íåêà äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñèëàòà íà êúñàíå íà ïàìó÷åí ïëàò (â êã.) å íîðìàëíî
ðàçïðåäåëåíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ∼ N(165, 9). Äà ïðèåìåì, ÷å ïëàòà ùå ñå ñ÷èòà
çà äåôåêòåí àêî X ≤ 162.

à) Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà, åäèí ñëó÷àéíî èçáðàí òîï îò ïðîèçâåäåíèÿ ïëàò äà
áúäå áðàêóâàí?

á) Êîëêî òðÿáâà äà áúäå a = E(X) òàêà, ÷å âåðîÿòíîñòòà çà áðàêóâàíå äà å ïî
ìàëêà îò 0,1?

2. Òåãëîòî íà ìúæåòå â åäèí ãðàä å íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà
X ñúñ ñðåäíî a = 64, 7kg è ñòàíäàðòíî îòêëîíåíèå σ = 5, 4kg. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà
ñëó÷àéíî èçáðàí ìúæ îò òîçè ãðàä äà å ñ òåãëî ïî-ìàëêî îò 54, 4kg. Àêî ìúæåòå â
ãðàäà ñà 800, êàêúâ å ïðîöåíòúò íà òåçè ñ òåãëî ïî-ìàëêî îò 54, 4kg?

3. Åäèí áèîëîã óñòàíîâèë, ÷å äúëæèíàòà íà åäíîìåñå÷íà ðèáà îò äàäåí âèä å
íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ∼ N(25, 9).

à) Íàìåðåòå âåðîÿòíîñòòà ñëó÷àéíî õâàíàòà åäíîìåñå÷íà ðèáà äà å ñ äúëæèíà
ìåæäó 23 è 26 ñì.

á) Íàìåðåòå âåðîÿòíîñòòà îò 3 ñëó÷àéíî õâàíàòè åäíîìåñå÷íè ðèáè è òî÷íî 2 äà
ñà ñ äúëæèíà ìåæäó 23 è 26 ñì.

4. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ïðåäñòàâëÿâà äèàìåòúðà (â ìì) íà ñú÷ìà çà ëàãåð, è
èìà íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå N(5; 0, 0025). Àêî äèàìåòúðúò íà åäíà ãîäíà ñú÷ìà å
â ãðàíèöèòå (4,98, 5,02) òÿ ñå ñ÷èòà çà ãîäíà, à èíà÷å ñå áðàêóâà.

à) Íàìåðåòå âåðîÿòíîñòòà åäíà ïðîèçâåäåíà ñú÷ìà äà å ãîäíà?
á) Çà äåíÿ ñà ïðîèçâåäåíè îáùî 1000 ñú÷ìè, êàêúâ å ïðèáëèçèòåëíî äåëà íà

ãîäíèòå?
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