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2 Ìàòðèöè

2.1 Ìàòðèöà îò òèï m × n. Oïðåäåëåíèå. Âèäîâå ìàòðèöè:

êâàäðàòíè, ñêàëàðíè, ìàòðèöà ðåä, ìàòðèöà ñòúëá, åäè-

íè÷íà ìàòðèöà

Äåôèíèöèÿ 1. Ìàðèöà ñå íàðè÷à ïðàâîúãúëíà òàáëèöà ñ ÷èñëà

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 .

Ìàòðèöèòå ùå îçíà÷àâàìå ñ ãëàâíèòå ëàòèíñêè áóêâè, à òåõíèòå åëåìåíòè ñ ìàë-
êè. Ïúðâèÿò èíäåêñ îçíà÷àâà íîìåðà íà ðåäà, à âòîðèÿ - íîìåðà íà êîëîíàòà, â êîÿòî
ñòîè åëåìåíòúò.

×åñòî ùå èçïîëçâàìå è ñëåäíèòå ïî-êðàòêè îçíà÷åíèÿ A = (aij)m×n èëè îùå
A = (aij), àêî ðàçìåðèòå íà ìàòðèöàòà A ñà èçâåñòíè.

Ïðèìåð 1. Ìàòðèöàòà A =

(
2 −1 4
−1 2 −4

)
å ñ ðàçìåðíîñò 2× 3.

Êîãàòî ìàòðèöàòà A = (aij)m×m èìà ðàâåí áðîé ðåäîâå è ñòúëáîâå m = n òÿ ñå
íàðè÷à êâàäðàòíà ñ ðàçìåð n× n.

Ìàòðèöàòà E ñ ðàçìåðíîñò n×n , ÷èèòî åëåìåíòè ïî ãëàâíèÿ äèàãîíàë ñà ðàâíè
íà 1, à âñè÷êè îñòàíàëè ñà ðàâíè íà 0, ò.å.

E =



1 0 0 0 · · · 0
0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · 1


ñå íàðè÷à åäèíè÷íà ìàòðèöà îò ðåä n.

Åäíà êâàäðàòíà ìàòèöà S, ÷èèòî äèàãîíàëíè åëåìåíòè ñà ðàâíè íà åäíî è ñúùî
÷èñëî s, à âñè÷êè îñòàíàëè ñà ðàâíè íà 0, ò.å.

S =



s 0 0 0 · · · 0
0 s 0 0 · · · 0
0 0 s 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · s


ñå íàðè÷à ñêàëàðíà ìàòðèöà îò ðåä n.
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Êîãàòî ìàòðèöàòà èìà åäèí ðåä A = (aij)1×n ñå íàðè÷à ìàòðèöà ðåä èëè âåêòîð-
ðåä ñ ðàçìåðíîñò n.

Âåêòîð ðåä A = (1, 1, 2, 3).
Êîãàòî ìàòðèöàòà èìà åäèí ñòúëá A = (aij)m×1 ñå íàðè÷à ìàòðèöà ñòúëá èëè

âåêòîð-ñòúëá ñ ðàçìåðíîñò m.

Âåêòîð ñòúëá B =


2
−3
4
1

 .

2.2 Ëèíåéíè îïåðàöèè ñ ìàòðèöè: ñðàâíÿâàíå, ñúáèðàíå íà

ìàòðèöè, óìíîæåíèå íà ìàòðèöà ñ ÷èñëî, òðàíñïîíèðàíå.

Ñâîéñòâà íà òåçè îïåðàöèè

Êîãàòî â ìàòåìàòèêàòà ñå äåôèíèðàò íÿêàêâè îáåêòè, ïúðâèÿ âúïðîñ, êîéòî òðÿáâà
äà èçÿñíèì å: Êîãà äâà òàêèâà îáåêòà ñà ðàâíè?

Äåôèíèöèÿ 2. Ùå êàçâàìå, ÷å äâå ìàòðèöè A = (aij) è B = (bij) ñà ðàâíè è
ùå ïèøåì A = B, àêî òå èìàò åäíè è ñúùè ðàçìåðè è ñúîòâåòíèòå åëåìåíòè
ñà ðàâíè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å è äâåòå ñà ñ ðàçìåðè m × n è çà âñåêè 1 ≤ i ≤ m è
1 ≤ j ≤ n, èìàìå aij = bij.

Ïðèìåð 2. 1. Íåêà A =

(
1 −9 7
0 1 −5

)
è B =

1 −9
0 1
7 −5

 ñà äàäåíè ìàòðèöè.

Ïîíåæå ðàçìåðíîñòòà íà A å 2 × 3, à íà B å 3 × 2, òî A 6= B, âúïðåêè, ÷å
ìàòðèöèòå ñúäúðæàò åäíè è ñúùè ÷èñëà.

2. Äà ðàçãëåäàìå ìàòðèöèòå A =

(
x2 y
y y2

)
è B =

(
1 x
x 1

)
. Äâåòå ìàòðèöè ñà

ñ ðàçìåðíîñò 2× 2. Òå ùå ñà ðàâíè ñàìî àêî

x2 = 1 y = x

y = x y2 = 1

Âèæäà ñå, ÷å x = ±1 è y = ±1. Îñâåí òîâà x = y. Òàêà äâåòå ìàòðèöè ùå

ñà ðàâíè ïðè x = y = 1 èëè ïðè x = y = −1 è ùå èìàò âèäà A = B =

(
1 1
1 1

)
èëè A = B =

(
1 −1
−1 1

)
.

Â ìíîæåñòâîòî îò ìàòðèöèòå ñå äåôèíèðàò ñëåäíèòå îïåðàöèè: ñúáèðàíå, èçâà-
æäàíå, óìíîæåíèå ñ ÷èñëî è òðàíñïîíèðàíå.

Äåôèíèöèÿ 3. Íåêà A = (aij) è B = (bij) ñà äâå ìàòðèöè ñ ðàçìåðíîñò m× n.
- Ñóìàòà íà ìàòðèöèòå A è B e ìàòðèöà ñ ðàçìåðè m×n è åëåìåíòè (aij+bij).

Îçíà÷àâàìå ÿ ñ A + B.
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- Ðàçëèêàòà ùå îçíà÷àâàìå ñ A − B. Òîâà å ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò m × n è
åëåìåíòè (aij − bij).

- Îïðåäåëÿìå ïðîèçâåäåíèåòî íà ìàòðèöàòà A = (aij) ñ ðåàëíî ÷èñëî r ∈ R, è
îçíà÷àâàìå rA, êàòî ìàòðèöà ñúñ ñúùèÿ ðàçìåð êàòî A è åëåìåíòè (raij).

Ïðèìåð 3. Íåêà ñà äàäåíè ìàòðèöèòå

A =

(
2 3
−1 2

)
, B =

(
−1 2
6 −2

)
è C =

(
1 2 3
−1 −2 −3

)
.

Äà ïðåñìåòíåì:

1. A + B.
Ïîíåæå A è B ñà ñ ðàçìåðíîñò 2× 2 ìîæåì äà ãè ñúáåðåì. Ñóìàòà å

A + B =

(
2 3
−1 2

)
+

(
−1 2
6 −2

)
=

(
2 + (−1) 3 + 2
−1 + 6 2 + (−2)

)
=

(
1 5
5 0

)
.

2. B − A.
Ïîíåæå A è B ñà ñ ðàçìåðíîñò 2× 2 ìîæåì äà ãè èçâàäèì. Ðàçëèêàòà å

B − A =

(
−1 2
6 −2

)
−
(

2 3
−1 2

)
=

(
−1− 2 2− 3

6− (−1) −2− 2

)
=

(
−3 −1
7 −4

)
.

3. B + C.
Òàçè îïåðàöèÿ íå å âúçìîæíà çàùîòî B è C èìàò ðàçëè÷íè ðàçìåðíîñòè: B
å 2× 2, à C å 2× 3.

4. 4C.
Ìîæåì äà óìíîæèì âñåêè åëåìåíò íà C ñ 4. Òàêà ïîëó÷àâàìå

4C =

(
4 · 1 4 · 2 4 · 3

4 · (−1) 4 · (−2) 4 · (−3)

)
=

(
4 8 24
−4 −8 −24

)
.

5. 2A− 3B.
Äâåòå ìàðèöè A è B èìàò åäíàêâà ðàçìåðíîñò. Ïúðâî óìíîæàâàìå A ñ 2, ïî-
ñëå óìíîæàâàìå B ñ 3. Ìàòðèöèòå 2A è 3B ñà îòíîâî ñ åäíàêâà ðàçìåðíîñò

è ìîæåì äà èçâúðøèì èçâàæäàíåòî. Òàêà 2A−3B =

(
4 6
−2 4

)
−
(
−3 6
18 −6

)
=(

7 0
−20 10

)
.

Äåôèíèöèÿ 4. Íåêà A = (aij) å ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò m× n. Òðàíñïîíèðàíà íà
ìàòðèöàòà A, îçíà÷àâàìå ÿ ñ AT , å ìàòðèöàòà ÷èéòî i-òè ñòúëá å i-òèÿ ðåä íà
A, èëè, êîåòî å ñúùîòî, ÷èéòî j-òè ðåä å j-òèÿ ñòúëá íà A. Ðàçìåðíîñòòà íà
AT å n×m. Ùå ïèøåì AT = (aTji), êúäåòî aTji = aij. Åòî íÿêîëêî ïðèìåðà.
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Ïðèìåð 4. 1. Íåêà A =

(
1 2 3
4 5 6

)
. Òîãàâà ïúðâèÿò ðåä íà A å

(
1 2 3

)
âòî-

ðèÿò ðåä íà A å
(
4 5 6

)
. Òåçè äâà ðåäà ñà ñúîòâåòíî ïúðâè è âòîðè ñòúëá

íà AT . Ñëåäîâàòåëíî AT =

1 4
2 5
3 6

.
2. Íåêà B =

−1 0 2
−4 1 9
2 3 0

. Êàòî íàïðàâèì ðåäîâåòå íà B êîëîíè íà BT ïîëó÷à-

âàìå BT =

−1 −4 2
0 1 3
2 9 0

.
Ìàòðè÷íàòà àðèòìåòèêà èìà íÿêîè ñâîéñòâà, êîèòî ñà àíàëîãè÷íè íà àðèòìåòè-

êàòà ñ ðåàëíè ÷èñëà.
Ñâîéñòâà íà äåéñòâèÿòà ñ ìàòðèöè

Íåêà A, B è C ñà m× n ìàòðèöè è r, s ∈ R.

1. A + B = B + A (Ñúáèðàíåòî íà ìàòðèöè å êîìóòàòèâíî.)

2. A + (B + C) = (A + B) + C (Ñúáèðàíåòî íà ìàòðèöè å àñîöèàòèâíî.)

3. r(A + B) = rA + rB (Çà óìíîæåíèåòî ñ ÷èñëî è ñúáèðàíåòî íà ìàòðèöè å
â ñèëà äèñòðèáóòèâíèÿ çàêîí.)

4. (r + s)A = rA + sA (Çà ñúáèðàíåòî íà ÷èñëà è óìíîæåíèåòî íà ìàòðèöà
ñúñ ñóìàòà èì å â ñèëà äèñòðèáóòèâíèÿ çàêîí.)

5. (rs)A = r(sA) (Àñîöèàòèâíî ñâîéñòâî ïðè óìíîæåíèåòî íà ìàòðèöà ñ íÿ-
êîëêî ÷èñëà.)

6. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà ìàòðèöà Θ ñ ðàçìåðíîñò m × n òàêàâà, ÷å çà âñÿêà
ìàòðèöà M , ñ ðàçìåðíîñò m × n, M + Θ = M . (Òàçè ìàòðèöà Θ ñå íàðè÷à
íóëåâà ìàòðèöà. Âñè÷êè åëåìåíòè íà òàçè ìàòðèöà ñà ðàâíè íà 0.)

7. Çà âñÿêà ìàòðèöà M ñ ðàçìåðíîñò m×n ñúùåñòâóâà ìàòðèöàòà −M ñ ðàçìåð-
íîñò m× n òàêàâà, ÷å M + (−M) = Θ. (Ìàòðèöàòà −M ñå íàðè÷à ïðîòèâîïî-
ëîæíà íà M .)

2.3 Óìíîæåíèå íà ìàòðèöè - îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà. Ñòåïåí

íà ìàòðèöà

Äåôèíèöèÿ 5. Íåêà
(
a1 a2 · · · ap

)
å âåêòîð ðåä ñ p åëåìåíòà, à


b1
b2
...
bp

 å âåêòîð

ñòúëá ñ p åëåìåíòà. Îïðåäåëÿìå ïðîèçâåäåíèåòî íà âåêòîð ðåä ñ âåêòîð ñòúëá ñ
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åäíàêâà ðàçìåðíîñò è ãî îçíà÷àâàìå ñ
(
a1 a2 · · · ap

)

b1
b2
...
bp

, êàòî ÷èñëîòî
a1b1 + a2b2 + · · ·+ apbp.

Ñ äðóãè äóìè, óìíîæàâàìå ñúîòâåòíèòå åëåìåíòè â ðåäà è êîëîíàòà è ïîëó÷åíèòå
ïðîèçâåäåíèÿòà ñúáèðàìå. Ïîëó÷àâà ñå ðåàëíî ÷èñëî, êîåòî ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå
êàòî ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò 1× 1.

Ïðèìåð 5. Äà óìíîæèì

1.
(
2 3 4

)3
4
5

 = 2.3 + 3.4 + 4.5 = 38.

2.
(
−1 2 −2 3

)
2
−2
−1
2

 = −1.2 + 2.(−2) + (−2).(−1) + 3.2 = 2.

Ñåãà ùå óìíîæèì ïðîèçâîëíà ìàòðèöà ñ âåêòîð ñòúëá, êàòî ðàçãëåæäàìå ìàò-
ðèöàòà, êàòî íÿêîëêî âåêòîðè ðåäîâå, çàïèñàíè åäèí ïîä äðóã. Çà äà ìîæåì äà
èçâúðøèì óìíîæåíèåòî, òðÿáâà âñè÷êè ðåäîâå äà ñà å åäíàêâà ðàçìåðíîñò è òÿ äà
å ðàâíà íà ðàçìåðíîñòòà íà âåêòîðà ñòúëá, ñ êîéòî ùå óìíîæàâàìå.

Äåôèíèöèÿ 6. Íåêà A å ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò m × p, à b å âåêòîð ñòúëá ñ
ðàçìåðíîñò p×1. Îïðåäåëÿìå ïðîèçâåäåíèåòî Ab, êàòî âåêòîð ñòúëá ñ ðàçìåðíîñò
m×1 ÷èéòî i-òè åëåìåíò, 1 ≤ i ≤ m, å ïðîèçâåäåíèåòî íà i-òèÿ ðåä íà A ñ âåêòîðà
ñòúëá b.

Ïðèìåð 6. Äà óìíîæèì ìàòðèöà ñ âåêòîð ñòúëá.

1.

(
1 2 3
−2 1 2

) 1
2
−3

 =

(
1(1) + 2(2) + 3(−3)
−2(1) + 1(2) + 2(−3)

)
=

(
−4
−6

)
.

2.

 2 −2
0 3
−1 4

( 5
−1

)
=

2(5) + (−2)(−1)
0(5) + 3(−1)
−1(5) + 4(−1)

 =

12
−3
−9

.
Ñåãà ìîæåì äà ðàçøèðèì òîâà óìíîæåíèå äî óìíîæåíèå íà ïðîèçâîëíè ìàòðèöè.

Äåôèíèöèÿ 7. Íåêà A å ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò m× p, à B å ìàòðèöà ñ ðàçìåð-
íîñò p × n. Ïðîèçâåäåíèåòî íà ìàòðèöèòå AB å ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò m × n
÷èéòî åëåìåíò ñ èíäåêñè ij 1 ≤ i ≤ m è 1 ≤ j ≤ n, å ïðîèçâåäåíèåòî íà i-òèÿ ðåä
íà A ñ j-òèÿ ñòúëá íà B. Äúëæèíàòà íà ðåäîâåòå íà A è äúëæèíàòà íà êîëîíèòå
íà B òðÿáâà äà å åäíàêâà (p), çà äà ìîæå òîâà óìíîæåíèå äà ñå èçâúðøè.
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Ïðèìåð 7. Èçâúðøåòå óìíîæåíèÿòà, êîèòî ñà âúçìîæíè.

1. Íåêà ñà äàäåíè ìàòðèöèòå A =

(
1 2
3 4

)
è B =

(
4 −3
−2 1

)
. Ïîíåæå è äâåòå

ìàòðèöè ñà ñ ðàçìåðíîñò 2 × 2, ìîæå äà ñå èçâúðøè êàêòî óìíîæåíèåòî
AB òàêà è BA. È äâåòå ïðîèçâåäåíèÿ ùå ñà ñ ðàçìåðíîñò 2× 2.

AB =

(
1 2
3 4

)(
4 −3
−2 1

)
=(

1 ðåä íà A × 1 ñòúëá íà B 1 ðåä íà A × 2 ñòúëá íà B
2 ðåä íà A × 1 ñòúëá íà B 2 ðåä íà A × 2 ñòúëá íà B

)
=(

1(4) + 2(−2) 1(−3) + 2(1)
3(4) + 4(−2) 3(−3) + 4(1)

)
=

(
0 −1
4 −5

)
,

BA =

(
4 −3
−2 1

)(
1 2
3 4

)
=(

1 ðåä íà B × 1 ñòúëá íà A 1 ðåä íà B 2 ñòúëá íà A
2 ðåä íà B × 1 ñòúëá íà A 2 ðåä íà B × 2 ñòúëá íà A

)
=(

4(1) + (−3)(3) 4(2) + (−3)(4)
−2(1) + 1(3) −2(2) + 1(4)

)
=

(
−5 −4
1 0

)
.

Êàêòî ñå âèæäà, è äâåòå óìíîæåíèÿ ñà âúçìîæíè, íî AB 6= BA. Òàêà óìíî-
æåíèåòî íà ìàòðèöè íå å êîìóòàòèâíî.

2. Óìíîæåíèåòî íà ìàòðèöèòå

(
2 2 9
−1 0 8

)
è

(
1 2 3
5 2 3

)
íå å âúçìîæíî çàùî-

òî áðîÿ êîëîíèòå íà A å 3, à áðîÿ íà ðåäîâåòå íà B å 2.

3. Äà óìíîæèì

(
2 2 9
−1 0 8

)
è

 1 2
5 2
−1 3

. Óìîæåíèåòî å âúçìîæíî, ïðîèçâåäå-

íèåòî ùå å ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò 2× 2. Ñìåòêàòà å ñëåäíàòà(
2 2 9
−1 0 8

) 1 2
5 2
−1 3

 =

(
2(1) + 2(5) + 9(−1) 2(2) + 2(2) + 9(3)
−1(1) + 0(5) + 8(−1) −1(2) + 0(2) + 8(3)

)
=

(
3 35
−9 22

)
.

Åòî íÿêîëêî ñâîéñòâà íà óìíîæåíèåòî íà ìàòðèöè.
Íåêà A, B è C ñà ìàòðèöè ñ ïîäõîäÿùè ðàçìåðè è íåêà r ∈ R. Òîãàâà

1. A(BC) = (AB)C (Óìíîæåíèåòî íà ìàòðèöè å àñîöèàòèâíî.)

2. (rA)B = r(AB) = A(rB)

3. A(B + C) = AB + AC

4. (A + B)C = AC + BC (Ðàçïðåäåëèòåëíî ñâîéñòâî.)
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5. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà êâàäðàòíà ìàòðèöà E ñ ðàçìåðíîñò n × n, òàêàâà, ÷å
çà âñÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöà M ñ ðàçìåðíîñò n× n å â ñèëà EM = ME = M .
Òîâà å åäèíè÷íàòà ìàòðèöà äåôèíèðàíà â íà÷àëîòî íà ëåêöèÿòà.

Ïðèìåð 8. Íåêà A =

 2 2 9
−1 0 8
2 −1 3

 è E =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

. Ïðîâåðåòå, ÷å A.E =

E.A = A.

2.4 Çàäà÷è

1. Äàäåíè ñà ìàòðèöèòå A =

 2 2 9
−1 0 8
2 −1 3

 è B

−2 −2 1
−3 1 4
2 −2 −5

. Ïðåñìåòíåòå C =

3A− 3B + 2E; D = 2A + 3BT ; M = 2AT + B − 4E.

2. Íàìåðåòå çà êîè ñòîéíîñòè íà x ñà ðàâíè ìàòðèöèòå A =

(
x x
1 0

)
è

(
x2 −x
1 0

)
.

3. Äàäåíè ñà ìàòðèöèòå A =

(
2 −2
−3 −2

)
è B =

(
4 5 −1
4 −2 3

)
. Ïðåñìåòíåòå AB

è BA, àêî å âúçìîæíî.

4. Äàäåíè ñà ìàòðèöèòå A =

 1 −1 1
−1 5 4
2 −4 6

 è B =

1 0 −4
2 −3 4
3 3 −1

. Ïðåñìåòíåòå
AB è BA, àêî å âúçìîæíî.

5. Äàäåíà å ìàòðèöàòà A =

(
1 x
0 1

)
. Ïðåñìåòíåòå A3 = A.A.A.

6. Äàäåíà å ìàòðèöàòà A =

(
1 2
0 1

)
. Ïðåñìåòíåòå B = 3.A2 − 2.A + E.
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