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3 Äåòåðìèíàíòè

3.1 Îïðåäåëåíèå íà äåòåðìèíàíòà

Äåôèíèöèÿ 1. Íà âñÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöà

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


ñ ðàçìåðíîñò n×n ñå ñúïîñòàâÿ, ïî îïðåäåëåíî ïðàâèëî, åäíî ÷èñëî, êîåòî ñå îçíà-
÷àâà ñ

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
è ñå íàðè÷à äåòåðìèíàíòà íà ìàòðèöàòà A. Èçïîëçâà ñå è îçíà÷åíèåòî det(A).

3.2 Äåòåðìèíàíòè îò îò 2-ðè è îò 3-òè ðåä. Ïðåñìÿòàíå. Ïðà-

âèëî íà Ñàðóñ. Ïðàâèëî íà òðèúãúëíèöèòå

Ùå çàïî÷íåì ñ ïðåñìÿòàíå íà äåòåðìèíàòè îò 2 è 3 ðåä.

Íåêà A =

(
a11 a12
a21 a22

)
. Òîãàâà äåòåðìèíàíòàòà

|A| =
∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11.a22 − a12.a21.

Òàêà îò ïðîèçâåäåíèåòî íà ÷èñëàòà, êîèòî ñà íà ãëàâíèÿ äèàãîíàë èçâàæäàìå
ïðîèçâåäåíèåòî íà ÷èñëàòà, êîèòî ñà íà âòîðèÿ äèàãîíàë.

Ïðèìåð 1. Äà ïðåñìåòíåì |A| =
∣∣∣∣12 4
−3 2

∣∣∣∣ = 12(2)− 4(−3) = 24 + 8 = 32.

Çà ïðåñìÿòàíå íà äåòåðìèíàíòè îò òðåòè ðåä ùå ðàçãëåäàìå äâå ïðàâèëà.

Íåêà A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

.
A) Ïðàâèëî íà Ñàðóñ. Çà äà ïðåñìåòíåì äåòåðìèíàíòàòà |A| äà äîïèøåì ïúðâèòå

äâå êîëîíè â äÿñíî îò âåðòèêàëíàòà ÷åðòà òàêà:

|A| =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22
a31 a32

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32
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−a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

Óìíîæàâàìå òðèòå ÷èñëà íà ãëàâíèÿ äèàãîíàë è íà äâàòà äèàãîíàëà óñïîðåäíè íà
íåãî. ∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a22 a23

a33

∣∣∣∣∣∣ a21a31 a32

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

Òåçè òðè ïðîèçâåäåíèÿ âçèìàìå ñúñ çíàê +.
Óìíîæàâàìå òðèòå ÷èñëà íà âòîðèÿ äèàãîíàë è íà äâàòà äèàãîíàëà óñïîðåäíè

íà íåãî.

|A| =

∣∣∣∣∣∣
a13

a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
a11 a12
a21

= −a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

Òåçè òðè ïðîèçâåäåíèÿ âçèìàìå ñúñ çíàê -.
Ñúáèðàìå 6-òå ïðîèçâåäåíèÿ ñúñ çíàöèòå èì.

Ïðèìåð 2. Äà ïðåñìåòíåì ∣∣∣∣∣∣
1 2 3
−2 3 −4
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣
1 2
−2 3
2 −2

= 1.(3).(1) + 2.(−4).2 + 3.(−2)(−2)
−3.3.2− 1.(−4).(−2)− 2.(−2).1
= 3− 16 + 12− 18− 8 + 4 = −23.

Á) Ïðàâèëî íà òðèúãúëíèöèòå. Çà äà ïðåñìåòíåì äåòåðìèíàíòàòà |A| ïðåñìÿòà-
ìå:

1. ïðîèçâåäåíèÿòà íà åëåìåíòèòå â ñëåäíèòå òðè òàáëèöè. Òå ñå âçèìàò ñúñ çíàê
+. ∣∣∣∣∣∣

a11
a22

a33

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣

a12
a23

a31

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣

a13
a21

a32

∣∣∣∣∣∣
a11a22a33, a12a23a31, a13a21a32

2. ïðîèçâåäåíèÿòà íà åëåìåíòèòå â ñëåäíèòå òðè òàáëèöè. Òå ñå âçèìàò ñúñ çíàê
-. ∣∣∣∣∣∣

a13
a22

a31

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
a11

a23
a32

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣

a12
a21

a33

∣∣∣∣∣∣
−a13a22a31, −a11a23a32, −a12a21a33

Ñúáèðàìå ïîëó÷åíèòå 6 ïðîèçâåäåíèÿ ñúñ çíàöèòå èì.
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Ïðèìåð 3. Äà ïðåñìåòíåì

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
−2 3 −4
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣
= 1.(3).(1) + 2.(−4).2 + 3.(−2)(−2)

−3.3.2− 1.(−4).(−2)− 2.(−2).1

= 3− 16 + 12− 18− 8 + 4 = −23.

3.3 Ìèíîð è àäþíãèðàíî êîëè÷åñòâî íà åëåìåíò íà äåòåðìè-

íàíòà

Äåôèíèöèÿ 2. Íåêà A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 e ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò m ×

n. Íåêà k < m è k < n. Äà çàäðàñêàìå êîè äà ñà m − k ðåäà è êîè äà ñà n − k
ñòúëáà. Ïîëó÷åíàòà ìàòðèöà ùå å êâàäðàòíà ñ ðàçìåðíîñò k è çà íåÿ ìîæå äà ñå
ïðåñìåòíå íåéíàòà äåòåðìèíàíòà. Òàçè äåòåðìèíàíòà ñå íàðè÷à ìèíîð îò ðåä
k íà ìàòðèöàòà A.

Äåôèíèöèÿ 3. Íåêà

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
å äåòåðìèíàíòà îò n-òè ðåä. Àêî çàäðàñêàìå i-òèÿ ðåä è j-òèÿ ñòúëá (1 ≤ i ≤
n, 1 ≤ j ≤ n) íà äåòåðìèíàíòàòà ùå ïîëó÷èì äåòåðìèíàíòà îò n− 1 ðåä, êîÿòî
ùå îçíà÷èì ñ |A|ij è ùå íàðè÷àìå ïîääåòåðìèíàíòà ñúîòâåòíà íà åëåìåíòà aij.

Äåôèíèöèÿ 4. Íåêà

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
å äåòåðìèíàíòà îò n-òè ðåä. Àêî |A|ij e ïîääåòåðìèíàíòàòà, ñúîòâåòíà íà åëå-
ìåíòà aij, òî ÷èñëîòî Aij = |A|ij.(−1)i+j íàðè÷àìå àäþíãèðàíî êîëè÷åñòâî ñúîò-
âåòíî íà åëåìåíòà aij, (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n).
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3.4 Ïðåñìÿòàíå íà äåòåðìèíàíòè îò ïî-âèñîê ðåä.

Ïðàâèëî íà Ëàïëàñ çà ïðåñìÿòàíå íà äåòåðìèíàíòà îò ïðîèçâîëåí ðåä.

Íåêà çà äåòåðìèíàíòàòà |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ èçáåðåì ïðîèçâîëåí ðåä íàïðè-

ìåð k è ïðåñìåòíåì àäþíãèðàíèòå êîëè÷åñòâà Ak1, Ak2, · · · , Akn. Äåòåðìèíàíòàòà ñå
ïðåñìÿòà ïî ñëåäíàòà ôîðìóëà:

|A| = ak1.Ak1 + ak2.Ak2 + · · ·+ aknAkn.

Ñúùîòî òâúðäåíèå å âÿðíî è àêî âìåñòî ðåä ïðåñìåòíåì àäþíãèðàíèòå êîëè÷å-
ñòâà íà åëåìåíòèòå íà ïðîèçâîëåí ñòúëá.

Òîâà ïðàâèëî ñå íàðè÷à ðàçâèòèå íà äåòåðìèíàíòà ïî ðåä èëè ñòúëá. Âèæäà ñå,
÷å òî ñâåæäà ïðåñìÿòàíå íà äåòåðìèíàíòà îò ðåä n äî ïðåñìÿòàíå íà n äåòåðìèíàíòè
îò ðåä n− 1. Ñëåä êàòî çíàåì êàê ñå ïðåñìÿòàò äåòåðìèíàíòè îò 2 è 3 ðåä, ìîæåì
äà ïðåñìÿòàìå è äåòåðìèíàíòè îò ïðîèçâîëåí ðåä.

Ïðèìåð 4. Äà ïðåñìåòíåì íàé-íàïðåä äåòåðìèíàíòàòà

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
−2 3 −4
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣
êàòî ÿ ðàçâèåì ïî åëåìåíòèòå íà 1 ðåä.

Íàìèðàìå àäþíãèðàíèòå êîëè÷åñòâà

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣ 3 −4
−2 1

∣∣∣∣ = 1.(3.1− (−2)(−4)) = 3− 8 = −5,

A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣−2 −42 1

∣∣∣∣ = (−1).((−2).1− (2).(−4)) = (−1).(6) = −6,

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣−2 3
2 −2

∣∣∣∣ = 1.((−2).(−2)− 2.3) = −2.

Ñåãà |A| = a11A11+a12A12+a13A13 = 1.(−5)+2.(−6)+3.(−2) = −5−12−6 = −23,
êàêòî ñå ïîëó÷è è ïî ïðàâèëîòî íà Ñàðóñ è ïî ïðàâèëîòî íà òðèúãúëíèöèòå.

Ïðèìåð 5. Äà ïðåñìåòíåì ñåãà äåòåðìèíàíòàòà

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 3 0 −4
1 2 1 0
2 −2 2 1
1 3 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
êàòî ÿ ðàçâèåì ïî åëåìåíòèòå íà 1 ðåä. ßñíî å, ÷å òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì ñàìî
àäþíãèðàíèòå êîëè÷åñòâà A12 è A14 òúé êàòî åëåìåíòèòå a11 = 0 è a13 = 0 è
ñúîòâåòíèòå èì àäþíãèðàíè êîëè÷åñòâà íå âëèÿÿò íà ñòîéíîñòòà íà äåòåðìè-
íàíòàòà. Òàêà ïðåñìÿòàìå ïî ïðàâèëîòî íà òðèúãúëíèöèòå
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|A|12 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
2 2 1
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 2 è ñúîòâåòíîòî àäþíãèðàíî êîëè÷åñòâî å A12 = (−1)1+2.2 =

−2.

|A|14 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 −2 2
1 3 −1

∣∣∣∣∣∣ = 12 è ñúîòâåòíîòî àäþíãèðàíî êîëè÷åñòâî å A14 = (−1)1+4.(12) =

−12.
Òàêà |A| = a12.A12 + a14.A14 = 3.(−2) + (−4).(−12) = 42.

3.5 Ñâîéñòâà íà äåòåðìèíàíòèòå

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà äåòåðìèíàíòèòå.

1. Àêî â åäíà äåòåðìèíàíòà ñå ðàçìåíÿò ìåñòàòà íà äâà ðåäà (ñòúëáà), ñå ïîëó-
÷àâà äåòåðìèíàíòà ñ ïðîòèâîïîëîæíà ñòîéíîñò.

2. Äåòåðìèíàíòà ñ äâà ðàâíè ðåäà(ñòúëáà) å ðàâíà íà íóëà.

3. Àêî âñè÷êè åëåìåíòè îò äàäåí ðåä (ñòúëá) íà åäíà äåòåðìèíàíòà ñå óìíîæàò
ñ íÿêàêâî ÷èñëî, òî öÿëàòà äåòåðìèíàíòà ñå óìíîæàâà ñ òîâà ÷èñëî.

4. Äåòåðìèíàíòà, ñúäúðæàùà íóëåâ ðåä èëè íóëåâ ñòúëá (ðåä èëè ñòúëá ñàìî îò
íóëè), å ðàâíà íà íóëà.

5. Äåòåðìèíàíòà ñ äâà ïðîïîðöèîíàëíè ðåäà (ñòúëáà) å ðàâíà íà íóëà.

6. Àêî âñåêè åëåìåíò â i-òèÿ ðåä (ñòúëá) íà åäíà äåòåðìèíàíòà ñå ïðåäñòàâÿ
êàòî ñóìà aij = a′ij+a′′ij çà âñÿêî j, òî äåòåðìèíàíòàòà å ðàâíà íà ñóìàòà îò äâå
äåòåðìèíàíòè, â êîèòî âñè÷êè ðåäîâå (ñòúëáîâå), îñâåí i-òèÿ, ñà íåïðîìåíåíè,
à â i-òèÿ ðåä (ñòúëá) íà ïúðâàòà äåòåðìèíàíòà ñà åëåìåíòèòå a′ij, à âúâ âòîðàòà
� a′′ij.

Ïðèìåð 6.

|A| =

∣∣∣∣∣∣
a′11 + a′′11 a′12 + a′′12 a′13 + a′′13

a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a′11 a′12 a′13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a′′11 a′′12 a′′13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ .
7. Àêî âñè÷êè åëåìåíòè ïîä ãëàâíèÿ äèàãîíàë íà åäíà äåòåðìèíàíòà ñà ðàâíè íà

0, ò.å. òÿ å òðèúãúëíà, ñòîéíîñòòà è å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèåòî îò ÷èñëàòà ïî
ãëàâíèÿ äèàãîíàë, ò.å.

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11.a22. . . . .ann.
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Ïðèìåð 7.

|A| =

∣∣∣∣∣∣
12 3 −4
0 10 23
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 12.10.(−1) = −120.

8. Aêî åëåìåíòèòå íà äàäåí ðåä(ñòúëá) ñå óìíîæàò ñ åäíî è ñúùî ÷èñëî è ïîëó÷å-
íèòå ïðîèçâåäåíèÿ ñå ïðèáàâÿò êúì ñúîòâåòíèòå åëåìåíòè íà äðóã ðåä (ñòúëá)
äåòåðìèíàíòàòà íå ñå ïðîìåíÿ. Íåêà

|A| =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ .
Òîãàâà, àêî r e ðåàëíî ÷èñëî, òî äåòåðìèíàíòàòà∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23

a31 + r.a11 a32 + r.a12 a33 + r.a13

∣∣∣∣∣∣
ùå å ðàâíà íà A.

Ïðèìåð 8. Íåêà

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 3 −4
−2 0 3
3 4 −1

∣∣∣∣∣∣
= 1.0.(−1) + (−2).4.(−4) + 3.3.3− 3.0.(−4)− 4.3.1− (−2).3.(−1) = 41.

Ïðîâåðåòå, ÷å äåòåðìèíàíòàòà

|B| =

∣∣∣∣∣∣
1 3 −4
−2 0 3

3 + (−3).1 4 + (−3).3 −1 + (−3).(−4)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 3 −4
−2 0 3
0 −5 11

∣∣∣∣∣∣ ,
ïîëó÷åíà ñ ïðèáàâÿíå êúì 3 ðåä íà 1 ðåä óìíîæåíèå ñ -3, ñúùî å ðàâíà íà 41.

9. Àêî â åäíà äåòåðìèíàíòà ðàçìåíèì ìåñòàòà íà äâà ðåäà èëè íà äâà ñòúëáà, òî
òÿ ñè ñìåíÿ çíàêà, ò.å.∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23
a11 a12 a13
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ .
3.6 Çàäà÷è

1. Ïðåñìåòíåòå äåòåðìèíàíòèòå

∣∣∣∣11 2
21 −3

∣∣∣∣; ∣∣∣∣−11 −32 −5

∣∣∣∣; ∣∣∣∣2 0, 4
5 1

∣∣∣∣.
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2. Ïðåñìåòíåòå äåòåðìèíàíòèòå∣∣∣∣∣∣
11 2 0
2 −3 −4
1 −2 −3

∣∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣∣
3 2 −2
−3 −2 2
21 −23 −43

∣∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣∣
2 2 0
0 −3 −5
1 −5 −4

∣∣∣∣∣∣ .
3. Ïðåñìåòíåòå äåòåðìèíàíòèòå∣∣∣∣∣∣

1 x x
x x 1
x 1 x

∣∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣∣
x y z
y z x
z x y

∣∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣∣
1 0, 2 0, 4
0, 2 0, 3 0, 1
1, 5 1 0

∣∣∣∣∣∣ .
4. Ïðåñìåòíåòå äåòåðìèíàíòèòå êàòî èçïîëçâàòå íÿêîå îò ñâîéñòâàòà íà äåòåðìè-
íàíòèòå ∣∣∣∣∣∣∣∣

11 2 0 45
0 2 3 −4
0 0 −8 −65
0 0 0 21

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 4
2 4 0 8
12 0 −8 −6
3 −7 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
3.6.1 Îòãîâîðè

1. -75; 61; 0.
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