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5 Âåêòîðè

5.1 Âåêòîðè â ðàâíèíàòà R2

Äåôèíèöèÿ 1. Íàðåäåíà äâîéêà òî÷êè â ðàâíèíàòà (A,B) (êîåòî ùå îçíà÷àâàìå

ñ
−→
AB), ñå íàðè÷à íàñî÷åíà îòñå÷êà. Òî÷êàòà A ñå íàðè÷à íà÷àëî, à òî÷êàòà B

- êðàé íà íàñî÷åíàòà îòñå÷êà. Êîãàòî íà÷àëîòî è êðàÿ íà íàñî÷åíàòà îòñå÷êà

ñúâïàäàò òÿ ñå íàðè÷à íóëåâà íàñî÷åíà îòñå÷êà
−→
AA.

Äåôèíèöèÿ 2. Äâå íàñî÷åíè îòñå÷êè
−→
AB è

−−→
CD ñà êîëèíåàðíè, àêî ïðàâèòå AB

è CD ñà óñïîðåäíè,

Äåôèíèöèÿ 3. Äâå íàñî÷åíè îòñå÷êè
−→
AB è

−−→
CD ñà ðàâíè, àêî ñà êîëèíåàðíè, èìàò

ðàâíè äúëæèíè è åäíà è ñúùà ïîñîêà.
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Ðèñ. 1: Íàñî÷åíèòå îòñå÷êè AB è CD ñà ðàâíè.

Äåôèíèöèÿ 4. Míîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàñî÷åíè îòñå÷êè ðàâíè íà äàäåíà íàñî-
÷åíà îòñå÷êà íàðè÷àìå ñâîáîäåí âåêòîð èëè ñàìî âåêòîð, à âñÿêà íàñî÷åíà îòñå÷êà
îò ìíîæåñòâîòî ùå íàðè÷àìå ïðåäñòàâèòåë íà äàäåíèÿ âåêòîð.

Âåêòîðèòå ùå îçíà÷àâàìå ñ ïîëó÷åðíè ìàëêè ëàòèíñêè áóêâè.
Íåêà â ïðàâîúãúëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà Oxy â ðàâíèíàòà èçáåðåì ïðåäñòàâèòåë

íà äàäåí âåêòîð u ñ íà÷àëî â íà÷àëîòî O íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà è êðàé â òî÷êà U .

Òàêà
−→
OU e ïðåäñòàâèòåë íà âåêòîðà u. Íåêà êîîðäèíàòèòå íà òî÷êàòà U ñà (u1, u2).

Ïî-íàòàòúê ïîä âåêòîð u ùå ðàçáèðàìå íàðåäåíàòà äâîéêà ðåàëíè ÷èñëà (u1, u2).

Äåôèíèöèÿ 5. Äâà âåêòîðà u = (u1, u2) è v = (v1, v2) â R2 ñà ðàâíè, êîåòî ùå
îçíà÷àâàìå ñ u = v, àêî u1 = v1 è u2 = v2.
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Ðèñ. 2: Êîîðäèíàòèòå íà òî÷êàòà U îòúæäåñòâÿâàìå ñ âåêòîðà u.

5.2 Ëèíåéíè îïåðàöèè ñ âåêòîðè. Ñâîéñòâà

Äåôèíèöèÿ 6. Çà âñåêè äâà âåêòîðà u = (u1, u2) è v = (v1, v2) â R2 îïðåäåëÿìå
ñóìàòà èì òàêà

u+ v = (u1, u2) + (v1, v2) = (u1 + v1, u2 + v2).

Aêî ñå âúðíåì êúì ãåîìåòðèÿòà è ïðåäñòàâèì äâàòà âåêòîðà u è v ÷ðåç
−→
AB è−−→

BC, òî òîãàâà ñóìàòà èì u + v ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç
−→
AC. (Òîâà å ïîêàçàíî íà ôèãóðà

3).

Ðèñ. 3: Ñóìà íà äâà âåêòîðà.

Ñúáèðàíåòî íà âåêòîðè èìà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:
a) Çà âñåêè äâà âåêòîðà u,v ∈ R2 èìàìå u+ v = v + u (Ñúáèðàíåòî íà âåêòîðè

å êîìóòàòèâíî).
á) Çà âñåêè òðè âåêòîðà u,v,w ∈ R2 èìàìå u+(v+w) = (u+v)+w (Ñúáèðàíåòî

íà âåêòîðè å àñîöèàòèâíî).
â) Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí âåêòîð o = (0, 0), òàêúâ, ÷å u+ o = u çà âñåêè âåêòîð

u ∈ R2.
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ã) Çà âñåêè âåêòîð u = (u1, u2) ∈ R2 ñúùåñòâóâà −u = (−u1,−u2) ∈ R2, òàêúâ,
÷å u+ (−u) = o.

Íà ôèãóðà 4 å ïîêàçàíî ãåîìåòðè÷íî, ÷å ñúáèðàíåòî íà âåêòîðè å êîìóòàòèâíî.

Àêî
−→
AB =

−−→
DC = u è

−−→
AD =

−−→
BC = v, òî u+ v = v + u =

−→
AC.

Ðèñ. 4: Ñúáèðàíåòî íà âåêòîðè å êîìóòàòèâíî.

Äåôèíèöèÿ 7. Çà âñåêè âåêòîð u = (u1, u2) â R2 è âñÿêî ÷èñëî c ∈ R, îïðåäåëÿìå
óìíîæåíèå ñ ÷èñëî

cu = c(u1, u2) = (cu1, cu2).

Ïðèìåð 1. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å u = (2, 1). Òîãàâà −2u = (−4, 2). Íåêà ïðåäñòàâèì
äâàòà âåêòîðà u è −2u ÷ðåç

−→
OA è

−−→
OB ñúîòâåòíî. Òîãàâà ùå èìàìå ñëåäíàòà

êàðòèíêà (ôèãóðà 5).

-
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Ðèñ. 5: Óìíîæåíèå íà âåêòîð ñ ÷èñëî.

Óìíîæåíèåòî íà âåêòîð ñ ÷èñëî èìà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:
á) Çà âñÿêî ÷èñëî c ∈ R è âåêòîðè u,v ∈ R2, c(u+ v) = cu+ cv.
â) Çà âñÿêè äâå ÷èñëà a, b ∈ R è âåêòîð u ∈ R2, (a+ b)u = au+ bu.
ã) Çà âñåêè äâå ÷èñëà a, b ∈ R è âåêòîð u ∈ R2, (ab)u = a(bu).
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ä) Çà âñåêè âåêòîð u ∈ R2, 1u = u.
Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå äâà âåêòîðà i = (1, 0) è j = (0, 1). Ìîæåì ëåñíî äà

ïðîâåðèì, ÷å âñåêè âåêòîð u = (u1, u2) ñå ïðåäñòàâÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí u = u1i+ u2j.

Äåôèíèöèÿ 8. Çà äàäåí âåêòîð u = (u1, u2) îò R2, îïðåäåëÿìå äúëæèíà íà u ñ
ðàâåíñòâîòî

||u|| =
√
u21 + u22.

Íåêà P (u1, u2) è Q(v1, v2) ñà äâå òî÷êè â ðàâíèíàòà R2. Âåêòîðúò ñ íà÷àëî P è

êðàé Q å
−→
PQ = (v1−u1, v2−u2) Òîãàâà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òî÷êèòå P è Q ( d(P,Q))

å äúëæèíàòà íà âåêòîðà
−→
PQ,

J
J
J
JĴ

P = (u1, u2)r
PQ

r Q = (v1, v2)

d(P,Q) = ||PQ|| = ||(v1 − u1, v2 − u2)||
=
√

(v1 − u1)2 + (v2 − u2)2.

Íå å òðóäíî äà ñå âèäè ÷å çà âñåêè âåêòîð u ∈ R2 è âñÿêî ÷èñëî c ∈ R, å â ñèëà
||cu|| = |c|||u||.

Äåôèíèöèÿ 9. Âñåêè âåêòîð u ∈ R2 çà êîéòî ||u|| = 1 ñå íàðè÷à åäèíè÷åí âåêòîð.

Ïðèìåð 2. Âåêòîðúò u = (3, 4) èìà äúëæèíà ||u|| =
√
32 + 42 =

√
25 = 5.

Ïðèìåð 3. Ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òî÷êèòå P (6, 3) è Q(9, 7) å

||PQ|| =
√

(9− 6)2 + (7− 3)2 = 5.

Ïðèìåð 4. Âåêòîðèòå i = (1, 0) è j = (0, 1) ñà åäèíè÷íè âåêòîðè â R2.

Ïðèìåð 5. Åäèíè÷íèÿò âåêòîð â ïîñîêàòà íà âåêòîðà (1, 1) å

(1/
√
2, 1/
√
2).

Ïðèìåð 6. Âñúùíîñò, âñè÷êè åäèíè÷íè âåêòîðè â R2 èìàò âèäà

(cos θ, sin θ),

êúäåòî θ ∈ R.

5.3 Ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðè - îïðåäåëåíèå, ñâîé-

ñòâà, ïðèëîæåíèÿ

Äåôèíèöèÿ 10. Íåêà u = (u1, u2) è v = (v1, v2) ñà âåêòîðè â R2 è íåêà θ ∈ [0, π] å
úãúëúò ìåæäó òÿõ. Îïðåäåëÿìå ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå u · v íà u è v òàêà:
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(1) uv =

{
||u||||v|| cos θ, àêî u 6= 0 è v 6= 0
0, àêî u 6= 0 èëè v 6= 0

èëè

(2) uv = u1v1 + u2v2.

Äåôèíèöèèòå (1) è (2) ñà åêâèâàëåíòíè. Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåêà u = (u1, u2) è v = (v1, v2) ñà íåíóëåâè âåêòîðè â R2 è íåêà òàêèâà
θ ∈ [0, π] å úãúëúò ìåæäó òÿõ. Òîãàâà

||u||||v|| cos θ = u1v1 + u2v2.

Êàçâàìå, ÷å äâà âåêòîðà â R2 ñà îðòîãîíàëíè (ïåðïåíäèêóëÿðíè), àêî úãúëúò
ìåæäó òÿõ å 900 (π/2). Îò îïðåäåëåíèåòî çà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ñëåäâà âåäíàãà,
÷å äâà íåíóëåâè âåêòîðà u,v ∈ R2 ñà îðòîãîíàëíè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
uv = 0 (ñêàëàðíîòî èì ïðîèçâåäåíèå å ðàâíî íà íóëà.)

Ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà âñåêè äâà íåíóëåâè âåêòîðà
u,v ∈ R2 ïî ôîðìóëàòà(2) è òîãàâà êàòî èçïîëçóâàìå ôîðìóëàòà (1) ìîæåì äà
ïðåñìåòíåì úãúëà ìåæäó u è v

Ïðèìåð 7. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å u = (
√
3, 1) è v = (

√
3, 3). Òîãàâà ïî ôîðìóëàòà

(2) èìàìå
uv = 3 + 3 = 6

Äà ïðåñìåòíåì äúëæèíèòå íà äâàòà âåêòîðà

||u|| = 2 è ||v|| = 2
√
3.

Ñåãà ïî ôîðìóëà (1) ñëåäâà, ÷å

cos θ =
uv

||u||||v||
=

6

4
√
3
=

√
3

2

òàêà θ = π/6.

Ïðèìåð 8. Íåêà u = (
√
3, 1) è v = (−

√
3, 3). Òîãàâà ïî ôîðìóëà (2) èìàìå uv = 0.

Ñëåäîâàòåëíî u è v ñà îðòîãîíàëíè.

5.3.1 Ñâîéñòâà íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å u,v,w ∈ R2 è c ∈ R. Òîãàâà
a) uv = vu
á) u(v +w) = (uv) + (uw),
â) c(uv) = (cu)v = u(cv),
ã) uu ≥ 0,
ä) uu = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî u = 0.
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5.4 Âåêòîðè â ïðîñòðàíñòâîòî

Íåêà íàêðàòêî îáîáùèì êàçàíîòî äî òóê çà òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî R3.

Äåôèíèöèÿ 11. Ïîä âåêòîð â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî ùå ðàçáèðàìå íàðåäåíà
òðîéêà ðåàëíè ÷èñëà u = (u1, u2, u3).

Îïåðàöèèòå ñúáèðàíå è óìíîæåíèå íà âåêòîð ñ ÷èñëî ñà ñúùèòå êàêòî â ðàâíè-
íàòà è èìàò ñúùèòå ñâîéñòâà, çàòîâà íÿìà äà ãè ïîâòàðÿìå.

Tðèòå åäèíè÷íè áàçèñíè âåêòîðè ñåãà ùå îçíà÷àâàìå ñ i = (1, 0, 0) j = (0, 1, 0) è
k = (0, 0, 1).

Çà ïðîèçâîëåí âåêòîð a = (a1, a2, a3) èìàìå ïðåäñòàâÿíåòî a = a1i+ a2j+ a3k.
Äúëæèíàòà íà âåêòîðà a = (a1, a2, a3) å ||a|| =

√
a21 + a22 + a23.

Ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðèòå a = (a1, a2, a3) è b = (b1, b2, b3) ñå ïðåñìÿ-
òà ïî ôîðìóëàòà ab = a1b1+a2b2+a3b3 èëè ïî ôîðìóëàòà ab = ||a||.||b|| cos θ, êúäåòî
θ å úãúëúò ìåæäó äâàòà âåêòîðà. Ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå èìà ñúùèòå ñâîéñòâà
êàêòî è â R2.

Àêî ñà äàäåíè 2 òî÷êè A(xA, yA, zA) è B(xB, yB, zB), òå îïðåäåëÿò âåêòîðà
−→
AB =

(xB − xA, yB − yA, zB − zA).
Òîãàâà äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà AB e

||AB|| = ||
−→
AB|| =

√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2.

5.5 Çàäà÷è

1. Äàäåíè ñà âåêòîðèòå a = 3i−2j+4k è b = 4i+ j−2k. Çàïèøåòå ãè â êîîðäèíàòíà
ôîðìà è íàìåðåòå âåêòîðà c = 2a+ 4b.

2. Äàäåíè ñà âåêòîðèòå a = (3, 2) è b = (−4, 4). Ïîñòðîéòå ãè â äåêàðòîâà êîîð-
äèíàòíà ñèñòåìà. Íàìåðåòå âåêòîðà c = a+b è ãî ïîñòðîéòå â ñúùàòà êîîðäèíàòíà
ñèñòåìà.

3. Äàäåíè ñà òî÷êèòå A(1,−2, 3), B(−4, 0,−5) è C(3,−2, 8). Íàìåðåòå âåêòîðèòå
−→
AB è

−→
AC è âåêòîðà 1

2
(
−→
AB +

−→
AC).

4. Äàäåíè ñà âåêòîðèòå a = (3, 2, 6) è b = (2,−1, 0). Ïðåñìåòíåòå ab, |a|, |b|,
cos](a,b).

5. Äàäåíè ñà âåêòîðèòå a = (2,−4, 0) è b = (−2,−1, 0). Ïðîâåðåòå äàëè ñà âçà-
èìíî ïåðïåíäèêóëÿðíè.

6. Äàäåíè ñà âåêòîðèòå a = (3, x, 2 − x) è b = (1, x,−2). Íàìåðåòå ñòîéíîñòèòå
íà x , çà êîèòî òå ñà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíè.

7. Äàäåíè ñà âúðõîâåòå íà òðèúãúëíèêà ABC: A(2, 3), B(3, 4) è C(−1,−2). Íà-
ìåðåòå êîñèíóñà íà úãúëà ïðè âúðõà A.
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