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7 ×èñëîâè ðåäèöè. Ãðàíèöà íà ðåäèöà. Ãðàíèöà è

íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿ

7.1 ×èñëîâà ðåäèöà. Äåôèíèöèè çà ãðàíèöà, ñõîäÿùà è ðàç-

õîäÿùà ÷èñëîâà ðåäèöà. Åäíà ñïåöèàëíà ðåäèöà. Íåïåðî-

âî ÷èñëî.

×èñëîâàòà ðåäèöà å ÷àñòåí ñëó÷àé íà ôóíêöèÿ, ÷èåòî äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî å
ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà èëè íÿêîå íåãîâî ïîäìíîæåñòâî. Ñ äðóãè äóìè
÷èñëîâàòà ðåäèöà å íàðåäåí ñïèñúê îò ðåàëíè ÷èñëà

a1, a2, a3, a4, . . . , an, . . .

Ùå èçïîëçâàìå ÷åñòî è ñëåäíîòî îçíà÷åíèå

{an}∞n=1.

Ïîíÿêîãà íîìåðàòà íå ñà âñè÷êèòå åñòåñòâåíè ÷èñëà, à ñàìî ÷àñò îò òÿõ, íàïðèìåð
ñàìî ÷åòíèòå:

a2, a4, a6, a8, . . . , a2n, . . .

èëè íîìåðèðàíåòî çàïî÷âà îò 5
{an}∞n=5.

Çà áåçêðàéíèòå ÷èñëîâè ðåäèöè å ìíîãî âàæíî ïîíÿòèåòî ãðàíèöà.
Íåôîðìàëíîòî (èíòóèòèâíî ïîíÿòèå çà ãðàíèöà) å ñëåäíîòî. ×èñëîòî L å ãðàíèöà

íà ðåäèöàòà {an}∞n=1 àêî åëåìåíòèòå íà ðåäèöàòà �ñòàâàò âñå ïî áëèçêè äî ÷èñëîòî
L� ñ íàðàñòâàíå íà íîìåðà (èíäåêñà) íà åëåìåíòà.

Òîâà îïðåäåëåíèå íå å ñúâñåì òî÷íî, çàùîòî ïîíÿòèåòî áëèçêî, ïî-áëèçêî, íå å
ìàòåìàòè÷åñêî. Çàòîâà ùå äàäåì ñòðîãà äåôèíèöèÿ íà ãðàíèöà.

Äåôèíèöèÿ 1 Íåêà (c, d) å îòâîðåí èíòåðâàë. Ùå êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1

ñå ñúäúðæà â èíòåðâàëà îò èçâåñòíî ìÿñòî íàòàòúê àêî ñúùåñòâóâà íîìåð N òàêúâ,
÷å an å â èíòåðâàëà (c, d) çà âñÿêî n ≥ N .

(×ëåíîâåòå a1, a2, . . . , aN−1 ìîãàò äà ïðèíàäëåæàò, à ìîãàò è äà íå ïðèíàäëåæàò
íà èíòåðâàëà (c, d), íî âñè÷êè îñòàíàëè ñà â èíòåðâàëà (c, d).)

Äåôèíèöèÿ 2 Ùå êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà êúì L (èëè , êîåòî
ñúùîòî, ðåäèöàòà èìà çà ãðàíèöà ÷èñëîòî L), àêî çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî ε > 0,
ðåäèöàòà {an}∞n=1 îò èçâåñòíî ìÿñòî íàòàòúê ñå ñúäúðæà â èíòåðâàëà (L−ε, L+
ε).

Òîâà ùå ïèøåì íàé-÷åñòî òàêà limn→∞ an = L èëè an → L, n→∞.
Ñ äðóãè äóìè, íÿìà çíà÷åíèå êîëêî ìàëúê èíòåðâàë îêîëî L ùå èçáåðåì, òðÿá-

âà âñè÷êè ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà, çàïî÷âàéêè îò íÿêîé íîìåð íàòàòúê äà ñà â òîçè
èíòåðâàë.
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Ïðèìåð 1 Ñåãà ùå èçïîëçâàìå òàçè äåôèíèöèÿ çà äà äîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà an =
1/n, n = 1, 2, . . . , èìà çà ãðàíèöà L = 0

Íåêà ε > 0 e ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíî ÷èñëî. Íåêà äà ðàçãëåäàìå ÷èñëîòî 1
ε
> 0.

Îò ñâîéñòâàòà íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, çíàåì, ÷å èìà åñòåñòâåíî ÷èñëî N > 1
ε
.

Ñëåäîâàòåëíî è âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n ≥ N > 1
ε
. Òàêà çà âñÿêî n ≥ N , 1

n
< ε.

Ñëåäîâàòåëíî, çà âñÿêî n ≥ N , 0 < 1
n
< ε, ò.å. 0−ε < 1

n
< 0+ε. Ñúãëàñíî äàäåíàòà

äåôèíèöèÿ è òîâà, ÷å ε e ïðîèçâîëíî ñëåäâà, ÷å

lim
n→∞

1

n
= 0.

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå òåîðåìè çà ãðàíèöè íà ðåäèöè.

Òåîðåìà 1 Aêo limn→∞ an = A è limn→∞ bn = B, òî

1. limn→∞ an + bn = A+B;

2. limn→∞ an − bn = A−B;

3. limn→∞ an.bn = A.B;

4. limn→∞
an
bn

= A
B
àêî bn 6= 0 è B 6= 0.

Òåîðåìà 2 (Òåîðåìà çà äâàìàòà ïîëèöàè) Aêo limn→∞ an = A è limn→∞ bn = A è
an ≤ cn ≤ bn çà âñÿêî n, òî limn→∞ cn = A.

Òåîðåìà 3 (Òåîðåìà çà ñõîäèìîñò íà ìîíîòîííà ðåäèöà) Àêî ðåäèöàòà an å ìî-
íîòîííî ðàñòÿùà, ò.å. an ≤ an+1 çà âñÿêî n è å îãðàíè÷åíà îòãîðå an ≤M çà âñÿêî
n, òî ðåäèöàòà íåïðåìåííî å ñõîäÿùà êúì íÿêàêâî ÷èñëî L ≤ M. Àíàëîãè÷íî, àêî
ðåäèöàòà å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà è îãðàíè÷åíà îòäîëó, òî òÿ å ñõîäÿùà.

Ïðèìåð 2 Äà ñå íàìåðè

lim
n→∞

n2 + 1

4n3 + 2
.

Ïðîöåäóðàòà å ñëåäíàòà. Äà èçíåñåì ïðåä ñêîáè íàé-âèñîêèòå ñòåïåíè íà n â ÷èñ-
ëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Â ÷èñëèòåëÿ òÿ å n, à â çíàìåíàòåëÿ å n3. Ïîëó÷àâàìå

n2 + 1

4n3 + 2
= n(1+1/n2)

n3(4+2/n3)

= 1
n2

1+ 1
n2

4+ 2
n3
.

Êàêòî âå÷å âèäÿõìå limn→∞
1
n
= 0. Êàòî èçïîëçâàìå òàçè ãðàíèöà è òåîðåìèòå

çà ñúáèðàíå, óìíîæåíèå, äåëåíèå è êîðåíóâàíå íà ãðàíèöè íàìèðàìå

lim
n→∞

1

n2

1 + 1
n2

4 + 2
n3

= 0.

√
1 + 0

4 + 0
= 0.

Ñ òîâà ãðàíèöàòà å íàìåðåíà.

Ïðèìåð 3 Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà an =
(
1 + 1

n

)n
, n = 1, 2, . . . å ñõîäÿùà.

Ãðàíèöàòà è ñå îçíà÷àâà ñ e, ò.å. limn→∞
(
1 + 1

n

)n
= e. ×èñëîòî e e èðàöèîíàëíî.

Ñ òî÷íîñò äî 4 çíàê å e ≈ 2, 7182.
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7.2 Åêñïîíåíöèàëíà ôóíêöèÿ. Íàòóðàëåí ëîãàðèòúì

7.2.1 Åêñïîíåíöèàëíà ôóíêöèÿ

Íåêà äà ñè ïðèïîìíèì íàé-íàïðåä ñòåïåíóâàíåòî ñ öÿë ïîëîæèòåëåí ïîêàçàòåë n.
Òàêà

2n = 2× 2× 2× . . .× 2 (n ìíîæèòåëÿ)

10n = 10× 10× 10× . . .× 10 (n í ìíîæèòåëÿ)(
1

2

)n

=

(
1

2

)
×
(
1

2

)
×
(
1

2

)
× . . .×

(
1

2

)
(n ìíîæèòåëÿ)

Îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà ñòåïåíèòå ñà:

am+n = a× a× a× . . .× a︸ ︷︷ ︸
m+n

(m+ n ìíîæèòåëÿ)

= (a× a× a× . . .× a)︸ ︷︷ ︸
m

× (a× a× a× . . .× a)︸ ︷︷ ︸
n

= am × an

è ñúùî
amn = (a× a× a× . . .× a)︸ ︷︷ ︸

mn

=

= (a× a× a× . . .× a)︸ ︷︷ ︸
m

× . . .× (a× a× a× . . .× a)︸ ︷︷ ︸
m︸ ︷︷ ︸

n

= (am)n.

Ïî-íàòàòúê

a−1 =
1

a

è (êàòî ñëåäñòâèå)

a−n = an×(−1) = (an)−1 =
1

an

(êúäåòî n å ïðîèçâîëíî öÿëî ÷èñëî). Êàòî ïðèìåð çà òåçè ðàçøèðåíèÿ íà ñòåïåíó-
âàíåòî äà çàáåëåæèì, ÷å

a = a1 = a(−1)×(−1) =
1

a−1
=

1

1/a
= a.

Ñòåïåí ñ äðîáåí ïîêàçàòåë:

a1/2 =
√
a a1/3 = 3

√
a

a1/4 = 4
√
a a1/5 = 5

√
a

Òîâà ñå ñúãëàñóâà ñ ïðåäèøíèòå îçíà÷åíèÿ: Îïðåäåëÿìå n-òè êîðåí îò åäíî ðåàëíî
÷èñëî a å äðóãî ðåàëíî ÷èñëî b òàêîâà, ÷å íåãîâàòà n-òà ñòåïåí å ðàâíà íà a, ò..å
bn = a. Îçíà÷àâà ñå ñ n

√
a.

Ïî-íàòàòúê îïðåäåëÿìå çà ïðîèçâîëíà ðàöèîíàëíà ñòåïåí

am/n = ( n
√
a)m.
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Êàòî èçïîëçâàìå òîâà îïðåäåëåíèå çà ñòåïåí ñ ðàöèîíàëåí ïîêàçàòåë, ìîæåì äà
óñòàíîâèì ñúùèòå ñâîéñòâà, êàêòî è ïðè ñòåïåíèòå ñ öÿë ïîëîæèòåëåí ïîêàçàòåë.

Ïîðàäè òîâà, ÷å èñêàìå äà èçïîëçóâàìå ñàìî ðåàëíè ÷èñëà, òî ïðè êîðåíóâàíåòî
ñ ÷åòåí êîðåí, ïîäêðåííîòî ÷èñëî òðÿáâà äà å ïî-ãîëÿìî èëè ðàâíî íà íóëà. Ïî òàçè
ïðè÷èíà è ïîðàäè òîâà, ÷å ùå èñêàìå äà îïðåäåëèì ax çà ïðîèçâîëíè ðåàëíè ñòåïåíè
x, ùå òðÿáâà äà ñå îãðàíè÷èì ñ a > 0 çà äà íå ïîëó÷àâàìå êàòî ðåçóëòàò êîìïëåêñíè
÷èñëà.

Ñòîéíîñòòà íà ax ìîæå äà ñå îïðåäåëè, êàòî ãðàíèöà: Íåêà r1, r2, . . . , rn . . . å ðå-
äèöà îò ðàöèîíàëíè ÷èñëà, êîÿòî èìà ãðàíèöà x (limn→∞ rn = x). Òîãàâà îïðåäåëÿìå

ax = lim
n→∞

arn .

Ïî íàòàòúê âèíàãè øå ñ÷èòàìå, ÷å îñíîâàòà å ïîëîæèòåëíî ðåàëíî ÷èñëî.
Äåéñòâèÿòà ñúñ ñòåïåíè ñ ðåàëåí ïîêàçàòåë ñà ñúùèòå êàêòî è ñâîéñòâàòà íà
ñòåïåíèòå ñ ðàöèîíàëåí ïîêàçàòåë.

Òðÿáâà äà çàïîìíèì, ÷å ïîêàçàòåëíàòà ôóíêöèÿ f(x) = ax èìà äåôèíèöèîííà
îáëàñò x ∈ (−∞,∞) è ìíîæåñòâî îò ñòîéíîñòè y ∈ (0,∞).

Åäíà ñïåöèàëíà ïîêàçàòåëíà ôóíêöèÿ å ex, êîãàòî îñíîâàòà å Íåïåðîâîòî ÷èñëî
e äåôèíèðàíî â ïðåäíàòà òî÷êà.

7.2.2 Íàòóðàëåí ëîãàðèòúì. Ëîãàðèòìè÷íà ôóíêöèÿ

Ïðè a > 0, a 6= 1 ëîãàðèòìè÷íàòà ôóíêöèÿ ñå îïðåäåëÿ îò ðàâåíñòâîòî

aloga x = x, çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ðåàëíî ÷èñëî x.

Òàêà ôóíêöèÿòà y = loga x èìà äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî (0,∞)è ìíîæåñòâî îò
ñòîéíîñòè (−∞,∞).

Îòðèöàòåëíèòå ÷èñëà è íóëàòà íÿìàò ëîãàðèòìè.

Ñâîéñòâàòà íà ëîãàðèòìèòå ñà ñëåäñòâèå îò ñâîéñòâàòà íà ñòåïåíèòå. Íåêà äà ãè
ïðèïîìíèì íàêðàòêî:

logaA.B = logaA+ logaB, loga
A

B
= logaA− logaB,

logaA
n = n logaA, logan A =

1

n
logaA,

loga a = 1, loga 1 = 0.

Äâà ÷åñòî èçïîëçâàíè ÷àñòíè ñëó÷àè ñà:
Ïðè a = 10 (äåñåòè÷åí ëîãàðèòúì), êîéòî ùå îçíà÷àâàìå lgA = log10A.
Ïðè a = e (íàòóðàëåí ëîãàðèòúì), êîéòî ùå îçíà÷àâàìå, lnA = logeA

7.3 Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

Àêî f å äàäåíà ôóíêöèÿ, ùå êàçâàìå, ÷å f(x) èìà çà ãðàíèöà ÷èñëîòî L, ïðè x
êëîíÿùî êúì a è ùå ïèøåì

lim
x→a

f(x) = L,

5



êîãàòî ñòîéíîñòòà f(x) íà ôóíêöèÿòà ñòàâà âñå ïî áëèçêà äî L, ùîì x ñòàâà âñå ïî
áëèçêî äî a.

Ùå èçïîëçâàìå è ñëåäíîòî àëòåðíàòèâíî îçíà÷åíèå

f(x)→ L ïðè x→ a,

(è ùå êàçâàìå �f(x) êëîíè êúì L, êîãàòî x êëîíè êúì a�).

Ïðèìåð 4 Àêî f(x) = x+ 3 òîãàâà

lim
x→4

f(x) = 7,

å âÿðíî, çàùîòî àêî çàìåñòèì x ñ ÷èñëà áëèçêè äî 4 â f(x) = x + 3 ðåçóëòàòúò
ùå å ÷èñëî áëèçêî äî 7.

Ïðèìåð 5 Çàìåñòâàíå íà ÷èñëà çà ïîçíàâàíå íà ãðàíèöàòà. Êàêâà å (àêî ñúùå-
ñòâóâà) ãðàíèöàòà

lim
x→2

x2 − 2x

x2 − 4
?

Òóê f(x) = (x2 − 2x)/(x2 − 4) è a = 2. Íåêà ïúðâî äà îïèòàìå äà çàìåñòèì x = 2.
Òîâà âîäè äî

f(2) =
22 − 2 · 2
22 − 4

=
0

0
,

êîåòî íå ñúùåñòâóâà. Ñåãà ùå îïèòàìå äà çàìåñòâàìå x ñúñ ñòîéíîñòè áëèçêè äî
2 íî ðàçëè÷íè îò 2. Îò ñòîéíîñòèòå â òàáëèöàòà ñòèãàìå äî ïðåäïîëîæåíèåòî,
÷å f(x) êëîíè êúì 0.5.

x x2 − 2x
3,000000 0,600000
2,500000 0,555556
2,100000 0,512195
2,010000 0,501247
2,001000 0,500125

x x2 − 4
1,000000 1,009990
0,500000 1,009980
0,100000 1,009899
0,010000 1,008991
0,001000 1,000000

Òàáëèöà 1: Íàìèðàíå íà ãðàíèöà ÷ðåç çàìåñòâàíå íà ñòîéíîñòè íà x �áëèçêè äî a.�
(Ñòîéíîñòèòå íà ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ñà çàêðúãëåíè äî 6 çíàêà ñëåä çàïåòàÿòà.)

Ïðèìåð 6 Ïîíÿêîãà çàìåñòâàíåòî âîäè äî ãðåøíè èçâîäè. Â ïðåäíèÿ ïðèìåð íèå
èçïîëçâàìå ïîíÿòèåòî áëèçêî çà äà ïîçíàåì ãðàíèöàòà. Íåêà âèäèì, êàê òîâà
ìîæå äà íè çàáëóäè. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

g(x) =
101000x

100000x+ 1

è äà ñå îïèòàìå äà ïîçíàåì ãðàíèöàòà limx→0 g(x).
Ñåãà êàòî çàìåñòâàìå x ñ ìàëêè ñòîéíîñòè, íàïðèìåð 0, 1, 0, 01, ùå íàïðàâèì

èçâîäà, ÷å ãðàíèöàòà å 1.000. Çàìåñòâàéêè x ñ ìíîãî, ìíîãî ìàëêè ñòîéíîñòè, ùå
âèäèì, ÷å ãðàíèöàòà å 0.
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7.4 Ôîðìàëíà äåôèíèöèÿ çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

Ïîíÿòèåòî ãðàíèöà å îñíîâíî â àíàëèçà è ùå ñå ñðåùà íàâñÿêúäå ïî-íàòàòúê. Çà òîâà
å äîáðå, êîãàòî â ñëåäâàùèòå ëåêöèè ñå èçïîëçâà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ, îáó÷àåìèòå
äà ñå âúðíàò è äà ïðî÷åòàò ïàê äåôèíèöèÿòà.

Äåôèíèöèÿ 3 Ùå êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî L å ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà f(x) ïðè x→ a,
(ïèøåì limx→a f(x) = L), êîãàòî:

1. f(x) å äåôèíèðàíà â èíòåðâàë, ñúäúðæàù a, íî ñàìîòî ÷èñëîòî a íå å äëúæíî
äà ïðèíàäëåæè íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà f(x);

2. çà âñÿêî ÷èñëî ε > 0 ìîæåì äà íàìåðèì ÷èñëî δ > 0 òàêîâà, ÷å çà âñè÷êè x
îò äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà f å èçïúëíåíî:

Àêî |x− a| < δ, òî |f(x)− L| < ε. (1)

Îáðàçíî êàçàíî, àêî âçåìåì èíòåðâàë (L − ε, L + ε), òðÿáâà äà íàìåðèì δ òàêà,
÷å çà âñÿêî x ∈ (a− δ, a+ δ) è x 6= a, f(x) ∈ (L− ε, L+ ε).

L− ε

L+ ε

L

y = f(x)

a+ δa− δ
a

x

Ïðè òîçè èçáîð íà δ, âñåêè èçáîð íà x â

èíòåðâàëà (a− δ, a+ δ), ñúîòâåòíàòà ôóíê-
öèîíàëíà ñòîéíîñò f(x) ùå å ìåæäó L− ε
è L + ε. Ñëåäîâàòåëíî òàêà èçáðàíîòî δ å

äîñòàòú÷íî ìàëêî çà äàäåíîòî ε.

Ðèñ. 1: Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

Ïðèìåð 7 Äà äîêàæåì, ÷å limx→5 2x+1 = 11. Èìàìå f(x) = 2x+1, a = 5 è L = 11.
Íåêà âçåìåì ïðîèçâîëíî ïîëîæèòåëíî ε. Ùå èçáåðåì δ > 0, òàêà, ÷å îò |x−5| < δ
äà ñëåäâà |f(x)− 11| < ε.

|f(x)− L| =
∣∣(2x+ 1)− 11

∣∣ = |2x− 10| = 2 · |x− 5| = 2 · |x− a|.
Òàêà, àêî 2|x− a| < ε, òî |f(x)− L| < ε, ò.å.

Àêî|x− a| < 1

2
ε òî |f(x)− L| < ε.

Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà èçáåðåì δ = 1
2
ε. Ñåãà, íåçàâèñèìî îò òîâà, êîëêî å ãîëÿìî

÷èñëîòî ε > 0 íèå èìàìå δ ñúùî ïîëîæèòåëíî è òàêà, ÷å |x−5| < δ äà íè ãàðàíòè-
ðà, ÷å |(2x+1)−11| < ε. Ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà òîâà ïîêàçâà, ÷å limx→5 2x+1 = 11.
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7.5 Ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöè. Îñíîâíè ãðàíèöè. Ðàçêðèâàíå íà

íåîïðåäåëåíîñòè

1. Ñëåäíèòå îñíîâíè ãðàíèöè ùå èçïîëçâàìå ïî-íàòàòúê.

(a) limx→a x
n = an ïðè a 6= 0;

(b) limx→0 x
n = 0, ïðè n > 0; limx→0 x

n =∞, ïðè n < 0;

(c) limx→∞ x
n =∞, ïðè n > 0; limx→∞ x

n = 0, ïðè n < 0;

(d) limx→∞ a
x =∞, ïðè a > 1; limx→∞ a

x = 0, ïðè 0 < a < 1;

(e) limx→−∞ a
x = 0, ïðè a > 1; limx→−∞ a

x =∞, ïðè 0 < a < 1;

(f) limx→∞ loga x =∞, ïðè a > 1; limx→∞ loga x = 0, ïðè 0 < a < 1;

(g) limx→0+ loga x = −∞, ïðè a > 1; limx→0+ loga x =∞, ïðè 0 < a < 1.

2. Ïðè ïðåñìÿòàíåòî íà ãðàíèöè ùå èçïîëçâàìå è ñëåäíèòå òåîðåìè, êîèòî ñà
àíàëîãè÷íè íà òåîðåìèòå çà ãðàíèöè íà ÷èñëîâè ðåäèöè.

Òåîðåìà 4 Aêo limx→a f(x) = A è limx→a f(x) = B, òî

(a) limx→a(f(x) + g(x)) = A+B;

(b) limx→a(f(x)− g(x)) = A−B;
(c) limx→a(f(x).g(x)) = A.B;

(d) limx→a
f(x)
g(x)

= A
B
àêî g(x) 6= 0 è B 6= 0.

Òåîðåìà 5 (Òåîðåìà çà äâàìàòà ïîëèöàè) Aêo limx→a f(x) = A è limx→a g(x) =
A è f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) çà âñÿêî x, òî limx→a h(x) = A.

3. Ôîðìàëíè ïðàâèëà çà ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöè. Ðàçêðèâàíå íà íåîïðåäåëåíîñòè.

Ïðè ïðåñìÿòàíåòî íà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ f(x), êîãàòî x êëîíè êúì äàäåíî
ðåàëíî ÷èñëî a, çàìåñòâàìå â f(x), x ñ a è àêî ìîæåì äà èçâúðøèì ïðåñìÿòà-
íèÿòà (ò.å. àêî a e îò äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà f), òî f(a) e òúðñåíàòà
ãðàíèöà.

Ïðèìåð 8 Äà íàìåðèì ãðàíèöàòà limx→3(4x
2 + 3x− 7). Çàìåñòâàìå x ñ 3 è

ïðåñìÿòàìå

lim
x→3

(4x2 + 3x− 7) = 4.32 + 3.3− 7 = 36 + 9 = 7 = 38.

Äà íàìåðèì ãðàíèöàòà limx→3
4x2+3x−7

2−x2 . Çàìåñòâàìå x ñ 3 è ïðåñìÿòàìå

lim
x→3

4x2 + 3x− 7

2− x2
=

4.32 + 3.3− 7

2− 32
=

36 + 9− 7

2− 9
= −38

7
.
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Â íÿêîè ñëó÷àè ïðè ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöà íà ÷àñòíî íà äâå ôóíêöèè ñå ïî-
ëó÷àâà íåîïðåäåëåíîñò

[
0
0

]
. Çà äà îòñòðàíèì òàêàâà íåîïðåäåëåíîñò ïðåîáðà-

çóâàìå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà äðîáòà, çà äà ÿ ñúêðàòèì è ïîñëå îòíîâî
çàìåñòâàìå x ñ ãðàíè÷íàòà ìó ñòîéíîñò.

Ïðèìåð 9 Äà íàìåðèì ãðàíèöàòà limx→3
x2−9
x−3 . Çàìåñòâàìå x ñ 3 è ïðåñìÿ-

òàìå

lim
x→3

x2 − 9

x− 3
=

32 − 9

3− 3
=

36 + 9− 7

2− 9
=

[
0

0

]
.

Ðàçëàãàìå ÷èñëèòåëÿ íà ïðîñòè ìíîæèòåëè, ñúêðàùàâàìå äðîáòà è ïàê çà-
ìåñòâàìå x ñ 3.

lim
x→3

x2 − 9

x− 3
= lim

x→3

����(x− 3)(x+ 3)

���x− 3
= lim

x→3
(x+ 3) = 3 + 3 = 6.

Ïðèìåð 10 Äà íàìåðèì ãðàíèöàòà limx→2
x−2
x2−4 . Çàìåñòâàìå x ñ 2 è ïðåñìÿ-

òàìå

lim
x→2

x− 2

x2 − 4
=

2− 2

4− 4
=

[
0

0

]
.

Ðàçëàãàìå çíàìåíàòåëÿ íà ïðîñòè ìíîæèòåëè, ñúêðàùàâàìå äðîáòà è ïàê
çàìåñòâàìå x ñ 2.

lim
x→2

x− 2

x2 − 4
= lim

x→2

���x− 2

����(x− 2)(x+ 2)
= lim

x→2

1

x+ 2
=

1

2 + 2
=

1

4
.

Â ñëåäâàùèÿ ïðèìåð íÿìà íåîïðåäåëåíîñò.

Ïðèìåð 11 Äà íàìåðèì ãðàíèöàòà limx→4
x2

x−4 . Çàìåñòâàìå x ñ 4 è ïðåñìÿ-
òàìå

lim
x→4

x2

x− 4
=

42

4− 4
=

16

0
=∞.

Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ, êîãàòî x→∞. Â òàêèâà ñëó÷àè íåïîñðåäñòâåíîòî çàìå-
ñòâàíå íà x ñ ∞ e íåäîïóñòèìî. Ïðåîáðàçóâàìå ôóíêöèÿòà òàêà, ÷å äà çàâèñè
âìåñòî îò x, îò 1/x. Ñåãà êàòî èçïîëçâàìå îñíîâíà ãðàíèöà (c) îò ñïèñúêà
ïî-íàãîðå, çàìåñòâàìå 1/x ñ 0.

Ïðèìåð 12 Äà íàìåðèì ãðàíèöàòà limx→∞
2x+3
x−4 . Èçíàñÿìå ïðåä ñêîáè x â

÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Ñúêðàùàâàìå ãî è çàìåñòâàìå 1/x ñ 0.

lim
x→∞

2x+ 3

x− 4
= lim

x→∞

�x(2 + 3
x
)

�x(1− 4
x
)
= lim

x→∞

2 + 3
x

1− 4
x

=
2 + 0

1− 0
= 2.

Ïðèìåð 13 Äà íàìåðèì ãðàíèöàòà limx→∞
x+1
x2−4 . Èçíàñÿìå ïðåä ñêîáè x2 â

÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Ñúêðàùàâàìå ãî è çàìåñòâàìå 1/x ñ 0.

lim
x→∞

x+ 1

x2 − 4
= lim

x→∞

��x
2( 2

x
+ 1

x2 )

��x
2(1− 4

x2 )
= lim

x→∞

2
x
+ 3

x

1− 4
x

=
0 + 0

1− 0
= 0.
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Ïðèìåð 14 Äà íàìåðèì ãðàíèöàòà limx→∞
x2+3
x+1

. Èçíàñÿìå ïðåä ñêîáè x2 â
÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Ñúêðàùàâàìå ãî è çàìåñòâàìå 1/x ñ 0.

lim
x→∞

x2 + 3

x+ 1
= lim

x→∞

��x
2(1 + 3

x2 )

��x
2( 1

x
+ 1

x2 )
= lim

x→∞

1 + 3
x2

1
x
+ 1

x2

=
1 + 0

0 + 0
=

1

0
=∞.

7.6 Íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿ

Äåôèíèöèÿ 4 (Íåïðåêúñíàòîñò â òî÷êà.) Íåêà y = f(x) å äàäåíà ôóíêöèÿ è
èíòåðâàëúò (a, b) ñå ñúäúðæà â äåôèíèöèîííîòî è ìíîæåñòâî è íåêà x0 ∈ (a, b).
Ôóíêöèÿòà f e íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0, àêî limx→x0 f(x) = f(x0).

f(x0)

a b

y = f(x)

x0

Ðèñ. 2: Ôóíêöèÿòà f e íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0.

Äåôèíèöèÿ 5 (Íåïðåêúñíàòîñò â èíòåðâàë.) Àêî f e äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà
(a, b) è å íåïðåêúñíàòà âúâ âñÿêà òî÷êà íà òîçè èíòåðâàë, êàçâàìå, ÷å f e íåïðåêú-
ñíàòà â èíòåðâàëà (a, b).

7.7 Çàäà÷è

1. Ïðåñìåòíåòå ãðàíèöèòå à) limx→1
x2+1
x2−4 , á) Äà íàìåðèì ãðàíèöàòà limx→3

x2−5x+6
x2−9 .

2. Ïðåñìåòíåòå ãðàíèöèòå à) limx→∞
2x2+x+1
x2+2

, á) limx→∞
5x+1
3x2+1

, â)limx→∞
5x3+x2+1
x2+x−7 .

3. Ïðåñìåòíåòå ãðàíèöèòå à)limx→∞
5x

3x
, á) limx→0

5x+1
3x2+1

.
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