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8 Ïðîèçâîäíà è äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿ

8.1 Ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ - îïðåäåëåíèå, ãåîìåòðè÷åí è ìå-

õàíè÷åí ñìèñúë. Ïðîèçâîäíàòà êàòî ñêîðîñò íà ïðîòè÷àíå

íà äàäåí ïðîöåñ

Ïðåäè äà äàäåì ñòðîãà äåôèíèöèÿ íà ïîíÿòèåòî ïðîèçâîäíà ùå ðàçãëåäàìå äâå
ñèòóàöèè, êîèòî âîäÿò äî òîâà ïîíÿòèå. Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà y = f(x). Äà
ïîñòðîèì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà è äà èçáåðåì äâå òî÷êè P è Q, ëåæàùè íà íåÿ.
Ïðàâàòà, ñâúðçâàùà òî÷êèòå P è Q ñå íàðè÷à ñåêóùà. Íåêà äà ïðåäïîëîæèì, ÷å
òî÷êàòà P å ôèêñèðàíà, à òî÷êàòà Q ìîæå äà ñå äâèæè ïî ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà
êàòî ñå ïðèáëèæàâà êúì P . Ïî òàêúâ íà÷èí ñåêóùàòà PQ ùå ñå ïðèáëèæàâà êúì
ïðàâà ëèíèÿ, êîÿòî èìà ñ ãðàôèêàòà ñàìî åäíà îáùà òî÷êà P . Òàçè ïðàâà ñå íàðè÷à
äîïèðàòåëíà êúì êðèâàòà â ò. P .

Ñ äðóãè äóìè äîïèðàòåëíàòà â ò. P å ãðàíè÷íîòî ïîëîæåíèå íà ñåêóùàòà PQ,
êîãàòî òî÷êàòà Q, îñòàâàéêè âúðõó ãðàôèêàòà, ñòàâà ïðîèçâîëíî áëèçêà äî P.

Ïðèìåð 1 Äîïèðàòåëíà êúì ïàðàáîëà. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = x2, è

òî÷êàòà P (1, 1). Çíàåì, ÷å ãðàôèêàòà íà f å ïàðàáîëà.

Çíàåì, ÷å ïðîèçâîëíà ïðàâà ïðåç òî÷êàòà P (1, 1) èìà óðàâíåíèå

y − 1 = m(x− 1)

êúäåòî m å úãëîâèÿ êîåôèöèåíò íà ïðàâàòà. Òàêà çà äà íàìåðèì óðàâíåíèÿòà íà

ñåêóùàòà è íà äîïèðàòåëíàòà å äîñòàòú÷íî äà íàìåðèì òåõíèòå úãëîâè êîåôè-

öèåíòè.

∆x

∆y

P

Q

1 x

1

x2

Íåêà Q å äðóãà òî÷êà îò ïàðàáîëàòà ñ êîîðäèíàòè (x, x2). Çà îïðåäåëåíîñò äà

ñ÷èòàìå, ÷å x > 1, êàêòî å íà ãðàôèêàòà. Ñåãà ìîæåì äà ïðèáëèæàâàìå Q êúì

P êàòî ïðèáëèæàâàìå x êúì 1 òàêà, ÷å x äà îñòàâà ðàçëè÷íî îò 1, çà áúäàò

òî÷êèòå P è Q ðàçëè÷íè è äà îïðåäåëÿò åäíà ïðàâà. Ïðàâàòà ïðåç òî÷êèòå (1, 1),
(x, x2) èìà úãëîâ êîåôèöèåíò

mPQ =
x2 − 1

x− 1
=

(x− 1)(x + 1)

x− 1
= x + 1.

Ñåãà íå å òðóäíî äà ïðåñìåòíåì, ÷å

lim
Q→P

mPQ = lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= lim

x→1
(x + 1) = 1 + 1 = 2.
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Òàêà íàìèðàìå, ÷å äîïèðàòåëíàòà êúì ïàðàáîëàòà y = x2 â òî÷êàòà (1, 1) èìà
óðàâíåíèå

y − 1 = 2(x− 1), ò.å. y = 2x− 1.

P

Q

äîïèðàòåëíà

ñåêóùà

Ðèñ. 1: Ïîñòðîÿâàìå íà äîïèðàòåëíàòà êàòî îñòàâèì Q→ P

8.2 Ìîìåíòíà ñêîðîñò

Êîãàòî êàðàòå êîëàòà ñè, âèå ãëåäàòå ïîêàçàíèåòî íà ñêîðîñòîìåðà. Âñåêè çíàå,
÷å ñòðåëêàòà íå ïîêàçâà ïîñòîÿííî åäíà è ñúùà ñêîðîñò. Â ðàçëè÷íèòå ìîìåíòè
îò âðåìå ñêîðîñòòà, ñ êîÿòî ñå äâèæè êîëàòà å ðàçëè÷íà. Çàòîâà èìà ñìèñúë äà
ñå ãîâîðè çà �ìîìåíòíà ñêîðîñò�. Êàê äà ÿ äåôèíèðàìå? Íèå çíàåì, ÷å ñðåäíàòà
ñêîðîñò ñå ïðåñìÿòà êàòî ñå ðàçäåëè öåëèÿ èçìèíàò ïúò íà öÿëîòî èçðàçõîäâàíî
âðåìå, íî àêî ïðèëîæèì òîâà ïðàâèëî çà ìîìåíòíàòà ñêîðîñò ùå òðÿáâà äà äåëèì
0 íà 0.

s = 0 Ìîìåíò = t Ìîìåíò = t + ∆t

s(t) ∆s = s(t + ∆t)− s(t)

Íåêà çàïî÷íåì îò ñðåäíà ñêîðîñò. Àêî íèå ñìå èçìèíàëè 100 êì çà 2 ÷àñà, òî
ñðåäíàòà ñêîðîñò ùå å

èçìèíàòèÿ ïúò

èçðàçõîäâàíîòî âðåìå
= 50êì/÷àñ.
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Íåêà äà îçíà÷èì ñ t âðåìåòî (â ÷àñîâå), êîåòî ñìå èçðàçõîäâàëè çà ïúòóâàíe è ñ
s(t) èçìèíàòîòî çà òîâà âðåìå ðàçñòîÿíèå.

Íåêà äà îçíà÷èì ñ ∆t êðàòúê èíòåðâàë îò âðåìå. Òàêà, àêî äî ìîìåíòà t ñìå
èçìèíàëè ðàçñòîÿíèå s(t), a äî åäèí ñëåäâàù ìîìåíò t + ∆t ñìå èçìèíàëè ðàçñòî-
ÿíèå s(t + ∆t), òî çà êðàòêèÿ èíòåðâàë îò âðåìå ∆t íèå ñìå èçìèíàëè ðàçñòîÿíèå
∆s = s(t + ∆t)− s(t). Òîãàâà ìîæåì äà îïðåäåëèì ñðåäíàòà ñêîðîñò çà òîçè êðàòúê
èíòåðâàë îò âðåìå

s(t + ∆t)− s(t)

∆t
êì/÷àñ.

Àêî ñêúñÿâàìå òîçè èíòåðâàë ∆t, òî òàçè ñðåäíà ñêîðîñò ùå ñå ïðèáëèæàâà êúì
ìîìåíòíàòà ñêîðîñò â ìîìåíòàt.

Òàêà íèå äåôèíèðàìå ñêîðîñòòà â ìîìåíòà t

v(t) = lim
∆t→0

s(t + ∆t)− s(t)

∆t
. (1)

8.3 Ñêîðîñò íà èçìåíåíèå

Äâàòà ïðèìåðà êîèòî ðàçãëåäàõìå èìàò ìíîãî îáùè ñâîéñòâà.
Àêî ñå àáñòðàõèðàìå îò ãåîìåòðè÷íèòå èëè ìåõàíè÷íèòå òåðìèíè íèå ìîæåì

äà ôîðìóëèðàìå äâåòå çàäà÷è òàêà. Èìàìå ôóíêöèÿ y = f(x) è èñêàìå äà íàìåðèì
êîëêî ùå ñå èçìåíè ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà, àêî èçìåíèì ñòîéíîñòòà íà àðãóìåíòà.
Òàêà àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å ñìå èçìåíèëè àðãóìåíòà ñ ∆x, ò.å. îò x å ñòàíàë x + ∆x,
òîãàâà y ùå ñå èçìåíè îò f(x) äî f(x + ∆x). Èçìåíåíèåòî íà y å

∆y = f(x + ∆x)− f(x),

è ñðåäíàòà ñêîðîñò íà èçìåíåíèå å

∆y

∆x
=

f(x + ∆x)− f(x)

∆x
. (2)

Çà äà äåôèíèðàìå ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå íà ôóíêöèÿòà f â ò. x ùå îñòàâèì ∆x
äà êëîíè êúì 0 Àêî ïðè òîâà ñúøåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
∆x→0

f(x + ∆x)− f(x)

∆x
= f ′)(x)

òÿ ùå íè äàäå ìîìåíòíàòà ñêîðîñò íà èçìåíåíèå íà f â ò. x. òàçè ãðàíèöà ñå íàðè÷à
ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà x è ùå ÿ îçíà÷àâàìå ñ f ′(x).Tàêà

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x + ∆x)− f(x)

∆x
. (3)

8.4 Îùå åäèí ïðèìåð

Íåêà åäíà õèìè÷íà ðåàêöèÿ â êîÿòî ó÷àñòâàò äâå âåùåñòâà A è B, çà äà îáðàçóâàò
íîâî âåùåñòâî AB2 ñúãëàñíî ðåàêöèÿòà

A + 2B −→ AB2.
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Àêî ðåàêöèÿòà ïðîòè÷à â çàòâîðåí ðåàêòîð, òî êîëè÷åñòâîòî îò âåùåñòâàòà A è B
ùå íàìàëÿâà, äîêàòî âåùåñòâîòî AB2 ùå ñå óâåëè÷àâà. Íåêà â ìîìåíòà t îò íà÷àëîòî
íà ðåàêöèÿòà êîëè÷åñòâîòî îò âåùåñòâîòî A èçìåðåíî â ìîëîâå å [A](t). Î÷åâèäíî
[A](t)å ôóíêöèÿ íà âðåìåòî. Çà äà îïðåäåëèì êîëêî áúðçî íàìàëÿâà [A] â ìîìåíòà
t, ïðåñìÿòàìå

[A]′(t) = lim
∆t→0

[A](t + ∆t)− [A](t)

∆t
.

Òàçè âåëè÷èíà íè äàâà áúðçèíàòà, ñ êîÿòî ñå íàìàëÿâà êîëè÷åñòâîòî íà âåùåñòâîòî
[A] â ìîìåíòà t. ×åñòî â êíèãèòå ñå ñðåùà îçíà÷åíèåòî

d[A]

dt

âìåñòî [A]′(t) è èçîáùî df(x)
dx

âìåñòî f ′(x) çà ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êà
x.

8.5 Äèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿ

y = f(x)

x0 x

y

x0 + ∆x

∆y

dy

y − y0 = f ′(x0)(x− x0)

Ðèñ. 2: Äèôåðåíöèàë è íàðàñòâàíå íà ôóíêöèÿ.

Àêî èçìåíèì ñòîéíîñòòà íà àðãóìåíòà îò x0 äî x0 + ∆x, òî ñòîéíîñòòà íà ôóíê-
öèÿòà ùå ñå èçìåíè ñ ∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0). Â ñúùîòî âðåìå, àêî ðàçãëåäà-
ìå äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà (x0, y0), òî âúðõó íåÿ ñòîéíîñòòà íà y ùå ñå èçìåíè
ñ dy = f ′(x0)∆x. Êàêòî ñå âèæäà îò ãðàôèêàòà dy 6= ∆y, íî àêî ∆x e ìàëêî òî
dy ≈ ∆y. Àêî ôóíêöèÿòà å y = f(x) = x òî çà íåÿ dy = ∆y. Òàêà îïðåäåëÿìå
äèôåðåíöèàëà íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà x0

dy = f ′(x0)dx
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.

Ïðèìåð 2 Íåêà f(x) = x2, x0 = 1, ∆x = dx = 0, 1. Òîãàâà èñòèíñêîòî èçìåíåíèå

íà ôóíêöèÿòà å ∆y = (1 + 0, 1)2 − 12 = 2.0, 1 + 0, 01 = 0, 21.
Äà ïðåñìåòíåì f ′(x) = 2x è f ′(1) = 2.1 = 2. Ñåãà dy = f ′(1).0, 1 = 0, 2.
Âèæäà ñå ÷å ðàçëèêàòà ìåæäó äåéñòâèòåëíîòî èçìåíåíèå íà ôóíêöèÿòà è

äèôåðåíöèàëà å ìàëêî, êîãàòî èçìåíåíèåòî íà àðãóìåíòà å ìàëêî.

8.6 Ïðîèçâîäíè íà íÿêîè åëåìåíòàðíè ôóíêöèè. Òàáëèöà íà

ïðîèçâîäíèòå

Äà ïîâòîðèì äåôèíèöèÿòà íà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êà a îò äåôèíèöè-
îííòî è ìíîæåñòâî (c, d).

Ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f â ò. a å ãðàíèöàòà

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
. (4)

f ñå íàðè÷à äèôåðåíöèðóåìà â ò. a àêî òàçè ãðàíèöà ñúùåñòâóâà.
Ôóíêöèÿòà f ñå íàðè÷à äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (c, d) àêî å äèôåðíöèðóåìà

âúâ âñÿêà òî÷êà a îò èíòåðâàëà (c, d).
Àêî òîâà å òàêà òî f ′ e ñúùî ôóíêöèÿ ñ äåôèíèöèîííî ìíîæåñòâî (c, d).

Ïðèìåð 3 Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà y = 2x + 5 è äà íàìåðèì ïðîèçâîäíàòà è â

ò. a. Îáðàçóâàìå ÷àñòíîòî

f(x)− f(a)

x− a
=

2x + 5− (2a + 5)

x− a
=

2x + 5− 2a− 5

x− a
=

2(x− a)

x− a
= 2.

Ñåãà âèæäàìå, ÷å çà âñÿêî a ∈ (−∞,∞),

f ′(a) = lim x→ a
f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a
2 = 2.

Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà y = x3 è äà íàìåðèì ïðîèçâîäíàòà è â ò. a. Îáðàçó-
âàìå ÷àñòíîòî

f(x)− f(a)

x− a
=

x3 − a3)

x− a
=

(x− a)(x2 + xa + a2)

x− a
= x2 + xa + a2.

Ñåãà âèæäàìå, ÷å çà âñÿêî a ∈ (−∞,∞),

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a
(x2 + xa + a2) = 3a2.

Êàòî èçïîëçâàìå äåôèíèöèÿòà ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ïðîèçâîäíèòå íà îñíîâíèòå
åëåìåíòàðíè ôóíêöèè. Òå ñà ïðåñìåòíàòè è ñà äàäåíè â ñëåäâàùàòà òàáëèöà.
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ôóíêöèÿ ïðîèçâîäíà
f(x) = C f ′(x) = 0
f(x) = xa f ′(x) = axa−1

f(x) =
√
x f ′(x) =

1

2
√
x

f(x) = x2 f ′(x) = 2x
f(x) = x f ′(x) = 1

f(x) = ln xC f ′(x) =
1

x

f(x) = loga x f ′(x) =
1

x ln a
f(x) = ex f ′(x) = ex

f(x) = ax f ′(x) = ax ln a
f(x) = sinx f ′(x) = cos x
f(x) = cos x f ′(x) = − sinx

f(x) = tg x f ′(x) =
1

cos2 x

f(x) = ctg x f ′(x) = − 1

sin2 x

f(x) = arctg x f ′(x) =
1

1 + x2

f(x) = arcsin x f ′(x) =
1√

1− x2

Ïðîèçâîäíè íà îñíîâíèòå åëåìåíòàðíè ôóíêöèè.

8.7 Ïðàâèëà çà äèôåðåíöèðàíå íà ñóìà, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñò-

íî. Ïðîèçâîäíà íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ

8.7.1 Ïðîèçâîäíà íà ñóìà

Íåêà f(x) = u(x) + v(x) çà âñÿêî x çà êîåòî u è v ñà äèôåðåíöèðóåìè. Òîãàâà

f ′(x) = u′(x) + v′(x).

8.7.2 Ïðîèçâîäíà íà ïðîèçâåäåíèå

Íåêà f(x) = u(x).v(x) çà âñÿêî x çà êîåòî u è v ñà äèôåðåíöèðóåìè. Òîãàâà

f ′(x) = u′(x).v(x) + u(x).v′(x).

8.7.3 Ïðîèçâîäíà íà ÷àñòíî

Íåêà f(x) =
u(x)

v(x)
çà âñÿêî x çà êîåòî u è v ñà äèôåðåíöèðóåìè. Òîãàâà

f ′(x) =
u′(x)v(x)− u(x)v′(x)

v(x)2
.
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8.7.4 Ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ óìíîæåíà ñ êîíñòàíòà

Íåêà f(x) = c.u(x) çà âñÿêî x çà êîåòî u e äèôåðåíöèðóåìa, a c e êîíñòàíòà. Òîãàâà

f ′(x) = c.u′(x).

8.7.5 Ïðîèçâîäíà íà ñòåïåí íà ôóíêöèÿ

Íåêà f(x) = (u(x))a çà âñÿêî x, çà êîåòî u e äèôåðåíöèðóåìa, a a e êîíñòàíòà. Òîãàâà

f ′(x) = a(u(x))a−1.u′(x).

8.7.6 Ïðîèçâîäíà íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ

Íåêà f(x) = u(v(x)) çà âñÿêî x, çà êîåòî v e äèôåðåíöèðóåìa è u e äèôåðåíöèðóåìà
çà y = v(x). Òîãàâà

f ′(x) = u′(y).v′(x) = u′(v(x)).v′(x)

Ïðèìåð 4 1. Ïðîèçâîäíà íà ñóìà: f(x) = x2 + sinx,

f ′(x) = (x2)′ + (sinx)′ = 2x + cosx,

2. Ïðîèçâîäíà íà ïðîèçâåäåíèå: f(x) = x2. sinx,

f ′(x) = (x2)′. sinx + x2.(sinx)′ = 2x. sinx + x2. cosx.

3. Ïðîèçâîäíà íà ÷àñòíî: f(x) =
x2

sinx
,

f ′(x) =
(x2)′ sinx− x2.(sinx)′

(sinx)2
=

2x. sinx− x2 cosx

(sinx)2
.

4. Ïðîèçâîäíà íà êîíñòàíòà ïî ôóíêöèÿ: f(x) = 5x2,

f ′(x) = 5.(x2)′ = 5.2x = 10x.

5. Ïðîèçâîäíà íà ñúñòàâíà ñòåïåííà ôóíêöèÿ: f(x) = (sin x)5,

f ′(x) = 5.(sinx)4.(sinx)′ = 5 sin4 x cosx.

8.8 Ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä

Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) e äåôèíèðàíà è äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (a, b). Òîãàâà
f ′(x) ñúùåñòâóâà è å äåôèíèðàíà çà âñÿêî x ∈ (a, b). Ñëåäîâàòåëíî è f ′(x) e ñúùî
ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà (a, b).

Aêî f ′(x)e äèôåðåíöèðóåìà â (a, b), òî íåéíàòà ïðîèçâîäíà îçíà÷àâàìå ñ f ′′(x) è
íàðè÷àìå âòîðà ïðîèçâîäíà íà f(x). Àêî f ′′(x) èìà ïðîèçâîäíà â òî÷êèòå îò (a, b),
òÿ ñå íàðè÷à òðåòà ïðîèçâîäíà íà f(x) è ò.í.
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Èçîáùî ïðîèçâîäíàòà íà n-òàòà ïðîèçâîäíà íà f ñå íàðè÷à n + 1-âà ïðîèçâîäíà
íà f .

Îçíà÷åíèÿòà, êîèòî íàé-÷åñòî ñå ïîëçâàò ñà ñëåäíèòå:

f (0)(x) = f(x), f (1)(x) = f ′(x), f (2)(x) = f ′′(x) = (f ′(x))′,

f (3)(x) = (f ′′(x))′, . . . , f (n+1)(x) = (f (n)(x))′, . . . .

Èçïîëçâàò ñå ñúùî è

df(x)

dx
= f ′(x),

d2f(x)

dx2
= f ′′(x),

d3f(x)

dx3
= f ′′′(x),

dnf(x)

dxn
= f (n)(x).

8.9 Çàäà÷è

1. Íàìåðåòå ïðîèçâîäíèòå íà ñëåäíèòå ôóíêöèè:
f(x) = 3x7 + 5x3 − 11, f(x) = x2 + 5x3 + 2 sin x, f(x) = −x4 + 2x5 + x−2,

f(x) = −3x2−x3−11, f(x) = 3x7+5
√
x−11, f(x) = 2

x
+5 3
√
x+3, f(x) = 7− 5

x3 +5x−7.
2. Íàìåðåòå ïðîèçâîäíèòå íà ñëåäíèòå ôóíêöèè: f(x) = (x3 − 1)(x6 + x3 + 1),

f(x) = (x2 + x + 1)(x4 − x2 + 1), f(x) = (x3 + x2 + x + 1)(x4 + x2 + 1), f(x) =
(x3 + x2 + x + 1)(2x +

√
x).

3. Íàìåðåòå ïðîèçâîäíèòå íà ñëåäíèòå ôóíêöèè: f(x) = x3 sinx, f(x) = (x2 +
1) lnx, f(x) = ex cosx, f(x) = sinx(cosx + x).

4. Íàìåðåòå ïðîèçâîäíèòå íà ñëåäíèòå ôóíêöèè: f(x) =
x2 + 5x

x− 4
, f(x) =

x− 2

x2 + 3
,

f(x) =
sinx

cosx
, f(x) =

lnx

x− 3
.

5. Íàìåðåòå ïðîèçâîäíèòå íà ñëåäíèòå ôóíêöèè: f(x) = (x2 + 2x + 4)5, f(x) =
(sinx + 3ex)2, f(x) = (tg x + ctg x)3.
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