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9 Îñíîâíè òåîðåìè íà äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå.

Ïðèëîæåíèÿ

9.1 Òåîðåìè çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè íà Ðîë è Ëàãðàíæ

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà íà Ðîë) Íåêà f(x) å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b] è äè-
ôåðåíöèðóåìà ïîíå â èíòåðâàëà (a, b). Àêî ïðè òîâà f(b) = f(a), òî òîãàâà ñúùå-
ñòâóâà ÷èñëî c, ìåæäó a è b, òàêîâà ÷å f ′(c) = 0.

a c b

f(a) = f(b)

f ′(c) = 0

Ðèñ. 1: Òåîðåìà íà Ðîë

Òåîðåìàòà íà Ðîë òâúðäè, ÷å àêî ôóíêöèÿòà å íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíèÿ èí-
òåðâàë [a, b], èìà ïðîèçâîäíà ïîíå â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë (a, b) è â äâàòà êðàÿ íà
èíòåðâàëà èìà ðàâíè ñòîéíîñòè f(a) = f(b), òî èìà ïîíå åäíà âúòðåøíà çà èíòåð-
âàëà òî÷êà c, â êîÿòî äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà å õîðèçîíòàëíà (óñïîðåäíà íà
àáñöèñíàòà îñ), ò.å. úãëîâèÿò êîåôèöèåíò íà äîïèðàòåëíàòà â òàçè òî÷êà å ðàâåí íà
0, (f ′(c) = 0).

Òåîðåìà 2 (Òåîðåìà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè) Íåêà f(x) å íåïðåêúñíàòà â èí-
òåðâàëà [a, b] è äèôåðåíöèðóåìà ïîíå â èíòåðâàëà (a, b). Òîãàâà ñúùåñòâóâà ÷èñëî

c, ìåæäó a è b, òàêîâà ÷å f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ òâúðäè, ÷å àêî ôóíêöèÿòà å íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíèÿ
èíòåðâàë [a, b] è èìà ïðîèçâîäíà ïîíå â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë (a, b), òî èìà ïîíå åäíà
âúòðåøíà çà èíòåðâàëà òî÷êà c, â êîÿòî äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà å óñïîðåäíà
íà ñåêóùàòà ïðåç òî÷êèòå (a, f(a)) è (b, f(b)). Úãëîâèÿò êîåôèöèåíò íà ñåêóùàòà

å f(b)−f(a)
b−a è å ðàâåí íà úãëîâèÿ êîåôèöèåíò íà äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà c, êîéòî å

ðàâåí íà f ′(c).
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a c b

f(a)

f(b)

f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a

Ðèñ. 2: Òåîðåìà íà Ëàãðàíæ

Òåçè òåîðåìè ñà îñíîâíè â äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå è íà òÿõ ñå îñíîâàâàò ñëåä-
âàùèòå ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå.

9.2 Òåîðåìè íà Ëîïèòàë çà íàìèðàíå íà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ.

Íåîïðåäåëåíè ôîðìè

Íåêà f(x) è g(x) ñà äåôèíèðàíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà c. Íåêà limx→c f(x) = limx→c g(x) =

0. Òîãàâà ãðàíèöàòà limx→c
f(x)
g(x)

=
[
0
0

]
e íåîïðåäåëåíà. Íèå ðàçãëåäàõìå åäèí ìåòîä

çà ðàçêðèâàíå íà òàêèâà íåîïðåäåëåíîñòè ÷ðåç ïðåîáðàçóâàíå íà ÷èñëèòåëÿ è çíà-
ìåíàòåëÿ è ñúêðàùàâàíå íà ìíîæèòåëè.

Òóê ùå ðàçãëåäàìå äðóãî ïðàâèëî, êîåòî ñå îñíîâàâà íà ñúùåñòâóâàíåòî íà ïðî-
èçâîäíèòå f ′(x) è g′(x).
Ïðàâèëî íà Ëîïèòàë çà ðàçêðèâàíå íà íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà

[
0
0

]
. Íåêà

ôóíêöèèòå f(x) è g(x) ñà äåôèíèðàíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà c è èìàò ïðîèçâîä-

íè â òàçè îêîëíîñò. Íåêà ãðàíèöàòà limx→c
f(x)
g(x)

=
[
0
0

]
å íåîïðåäåëåíà. Òîãàâà, àêî

ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà limx→c
f ′(x)
g′(x)

= l, òî ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà limx→c
f(x)
g(x)

è ïðè
òîâà

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
= l.

Ïðèìåð 1 Äà íàìåðèì ãðàíèöàòà limx→0
ex−1
x
. Íàé-íàïðåä çàìåñòâàìå x ñ 0 è

ïîëó÷àâàìå

lim
x→0

ex − 1

x
=
e0 − 1

0
=

[
0

0

]
.
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Ïðèëàãàìå ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë è ïîëó÷àâàìå

lim
x→0

ex − 1

x
= lim

x→0

(ex − 1)′

x′
= lim

x→0

ex − 0

1
= e0 = 1.

Ñ òîâà ãðàíèöàòà å íàìåðåíà.

Ïðàâèëî íà Ëîïèòàë çà ðàçêðèâàíå íà íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà
[∞
∞

]
. Íåêà

ôóíêöèèòå f(x) è g(x) ñà äåôèíèðàíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà c è èìàò ïðîèçâîä-

íè â òàçè îêîëíîñò. Íåêà ãðàíèöàòà limx→c
f(x)
g(x)

=
[∞
∞

]
å íåîïðåäåëåíà. Òîãàâà, àêî

ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà limx→c
f ′(x)
g′(x)

= l, òî ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà limx→c
f(x)
g(x)

è ïðè
òîâà

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
= l.

Íåêà ôóíêöèèòå f(x) è g(x) ñà äåôèíèðàíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà c è èìàò ïðî-

èçâîäíè â òàçè îêîëíîñò. Íåêà ãðàíèöàòà limx→c
f(x)
g(x)

=
[∞
∞

]
å íåîïðåäåëåíà. Òîãàâà,

àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà limx→c
f ′(x)
g′(x)

= l, òî ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà limx→c
f(x)
g(x)

è
ïðè òîâà

lim
x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
= l.

Ïðèìåð 2 Äà íàìåðèì ãðàíèöàòà limx→∞
x2+x+3
3x2−4 . Òúé êàòî x→∞, òî ÷èñëèòåëÿ

è çíàìåíàòåëÿ êëîíÿò ñúùî êúì áåçêðàéíîñò. Ñëåäîâàòåëíî çàìåñòâàìå x ñ 0 è
ïîëó÷àâàìå

lim
x→∞

x2 + x+ 3

3x2 − 4
=
[∞
∞

]
.

Ïðèëàãàìå âåäíàæ ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë

lim
x→∞

x2 + x+ 3

3x2 − 4
= lim

x→∞

(x2 + x+ 3)′

(3x2 − 4)′
= lim

x→∞

(2x+ 1)

6x
=
[∞
∞

]
,

êîåòî ñúùî å íåîïðåäåëåíîñò. Ïðèëàãàìå ïîâòîðíî ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë

= lim
x→∞

(2x+ 1)

6x
= lim

x→∞

(2x+ 1)′

(6x)′
= lim

x→∞

2

6
=

�2

�6
=

1

3
.

Ñ òîâà ãðàíèöàòà å íàìåðåíà.

9.3 Ðàñòåíå è íàìàëÿâàíå íà ôóíêöèÿ. Åêñòðåìóìè

9.3.1 Ðàñòåíå è íàìàëÿâàíå íà ôóíêöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 1 Ôóíêöèÿòà f e ðàñòÿùà â èíòåðâàëà [a, b] îò äåôèíèöèîííîòî è
ìíîæåñòâî, àêî çà âñåêè äâå ÷èñëà x1, x2 ∈ [a, b], îò x1 < x2 äà ñëåäâà f(x1) ≤ f(x2).
Àêî íåðàâåíñòâîòî å ñòðîãî, ùå êàçâàìå ÷å ôóíêöèÿòà å ñòðîãî ðàñòÿùà.
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a b

Ðèñ. 3: Ðàñòÿùà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà [a, b].

Äåôèíèöèÿ 2 Ôóíêöèÿòà f e íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà [a, b] îò äåôèíèöèîííî-
òî è ìíîæåñòâî, àêî çà âñåêè äâå ÷èñëà x1, x2 ∈ [a, b], îò x1 < x2 äà ñëåäâà
f(x1) ≥ f(x2). Àêî íåðàâåíñòâîòî å ñòðîãî, ùå êàçâàìå ÷å ôóíêöèÿòà å ñòðîãî
íàìàëÿâàùà.

Ïîíÿêîãà ñå èçïîëçâà ïîíÿòèåòî ìîíîòîííîñò íà ôóíêöèÿòà â äàäåí èíòåðâàë,
çà äà ñå êàæå, ÷å å èëè ðàñòÿùà èëè íàìàëÿâàùà â òîçè èíòåðâàë.

Òåîðåìà 3 Íåêà ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà [a, b] è å äèôåðåíöèðóåìà
â òîçè èíòåðâàë.

1) Àêî f ′(x) > 0 çà âñè÷êè x ∈ (a, b) òî f e ðàñòÿùà â [a, b].
2) Àêî f ′(x) < 0 çà âñè÷êè x ∈ (a, b) òî f e ðàñòÿùà â [a, b].

9.4 Åêñòðåìóìè

Äåôèíèöèÿ 3 Ôóíêöèÿòà f èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â òî÷êà x0 îò äåôèíèöèîí-
íîòî ñè ìíîæåñòâî, àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà, ÷å èíòåðâàëúò (x0 − δ, x0 + δ)
ñå ñúäúðæà â äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî è çà âñÿêî ÷èñëî x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) äà
å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî f(x) ≤ f(x0).

Äåôèíèöèÿ 4 Ôóíêöèÿòà f èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êà x0 îò äåôèíèöèîí-
íîòî ñè ìíîæåñòâî, àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà, ÷å èíòåðâàëúò (x0 − δ, x0 + δ)
ñå ñúäúðæà â äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî, è çà âñÿêî ÷èñëî x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) äà
å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî f(x) ≥ f(x0).

Ëîêàëíèòå ìèíèìóìè è ìàêñèìóìè ñå íàðè÷àò îáùî ëîêàëíè åêñòåðåìóìè.
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a b

Ðèñ. 4: Íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà [a, b].

Òåîðåìà 4 (Òåîðåìà íà Ôåðìà) Íåêà ôóíêöèÿòà f èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷-
êàòà x0 îò äåôèíèöèîííîòî ñè ìíîæåñòâî. Àêî ñúùåñòâóâà ïðîèçâîäíàòà íà f
â òî÷êàòà x0, òî íåïðåìåííî f

′(x0) = 0.

Òåîðåìàòà íà Ôåðìà íè äàâà åäíî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà îïðåäåëÿíå íà òî÷êèòå
îò äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà, â êîèòî òÿ áè ìîãëà äà èìà ëîêàëíè
åêñòðåìóìè. Òîâà ñà òî÷êèòå â êîèòî f ′(x) = 0 èëè f ′(x) íå ñúùåñòâóâà.

9.5 Èçñëåäâàíå íà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà

Ïðè èçñëåäâàíåòî íà åäíà ôóíêöèÿ ùå ñå îãðàíè÷èì äî ñëåäíèòå îñíîâíè çàäà÷è:
1. Îïðåäåëÿíå íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà.
2. Îïðåäåëÿíå íà ãðàíèöèòå íà ôóíêöèÿòà â êðàéùàòà íà äåôèíèöèîííîòî ìíî-

æåñòâî.
3. Ïðåñìÿòàíå íà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà.
3.1. Îïðåäåëÿíå íà òî÷êèòå, â êîèòî f ′(x) = 0 èëè íå ñúùåñòâóâà.
3.2. Îïðåäåëÿíå íà èíòåðâàëèòå, â êîèòî ïðîèçâîäíàòà èìà ïîñòîÿíåí çíàê.
3.3. Îïðåäåëÿíå íà èíòåðâàëèòå íà ðàñòåíå è íàìàëÿâàíå â çàâèñèìîñò îò çíàêà

íà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà.
3.4. Îïðåäåëÿíå íà òî÷êèòå, â êîèòî ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëíè åêñòðåìóìè.
3.5. Ïðåñìÿòàíå íà ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà â òî÷êèòå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì.
4. Ñêèöèðàíå íà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà.
Òîçè àëãîðèòúì ùå èëþñòðèðàìå ñ íÿêîëêî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 3 (Êâàäðàòíà ôóíêöèÿ) Äàäåíà å ôóíêöèÿòà f(x) = x2 − 3x+ 2.
1. Ïîðàäè òîâà, ÷å â èçðàçà x2 − 3x + 2 èìà ñàìî ñúáèðàíå è óìíîæåíèå, òî

ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà çà âñè÷êè ðåàëíè ñòîéíîñòè íà x ∈ (−∞,∞).
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a b

ëîêàëåí ìèíèìóì

ëîêàëåí ìàêñèìóì

ëîêàëåí ìèíèìóì

Ðèñ. 5: Ëîêàëíè åêñòðåìóìè.

2.

lim
x→−∞

(x2 − 3x+ 2) = lim
x→−∞

x2(1− 3

x
+

3

x2
) =∞× 1 =∞.

lim
x→∞

(x2 − 3x+ 2) = lim
x→∞

x2(1− 3

x
+

3

x2
) =∞× 1 =∞.

3. f ′(x) = 2x− 3.
3.1. f ′(x) = 0⇔ 2x = 3⇔ x = 3/2.
3.2. f ′(x) < 0 ïðè x ∈ (−∞, 3/2) è f ′(x) > 0 ïðè x ∈ (3/2,∞).
3.3. Ôóíêöèÿòà íàìàëÿâà â èíòåðâàëà (−∞, 3/2) è ðàñòå â èíòåðâàëà (3/2,∞).
3.4. Â òî÷êàòà x = 3/2 ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì.
3.5. Ïðåñìÿòàìå f(3/2) = (3/2)2 − 3.(3/2) + 2 = 9/4− 9/2 + 2 = 2− 9/4 = −1/4.
4. Íèå îò ïðåäè çíààåì, ÷å ãðàôèêàòà å ïàðàáîëà ñ âðúõ V (3/2;−1/4) è ñ îòâîðà

íàãîðå. Äàäåíà å íà ôèãóðà 6.

Ïðèìåð 4 (Êóáè÷íà ôóíêöèÿ) Äàäåíà å ôóíêöèÿòà f(x) = x3 − 9x2 − 21x+ 1.
1. Ïîðàäè òîâà, ÷å â èçðàçà x3− 9x2− 21x+1 èìà ñàìî ñúáèðàíå è óìíîæåíèå,

òî ôóíêöèÿòà å äåôèíèðàíà çà âñè÷êè ðåàëíè ñòîéíîñòè íà x ∈ (−∞,∞).
2.

lim
x→−∞

(x3 − 9x2 − 21x+ 1) = lim
x→−∞

x3(1− 9

x
− 21

x2
+

1

x3
) = −∞× 1 = −∞.

lim
x→∞

(x3 − 9x2 − 21x+ 1) = lim
x→∞

x3(1− 9

x
− 21

x2
+

1

x3
) =∞× 1 =∞.

3. f ′(x) = 3x2 − 18x+ 21.
3.1. f ′(x) = 0⇔ x2 − 6x+ 7 = 0⇔ x1 = −1, x2 = 7.
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−2 2 4

−1

1

2

3

4

x

y

Ðèñ. 6: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x2 − 3x+ 2.

3.2. f ′(x) > 0 ïðè x ∈ (−∞,−1), f ′(x) > 0 ïðè x ∈ (−1, 7) è f ′(x) > 0 ïðè
x ∈ (7,∞).

3.3. Ôóíêöèÿòà ðàñòå â èíòåðâàëà (−∞,−1), íàìàëÿâà â èíòåðâàëà (−1, 7) è
ïàê ðàñòå â èíòåðâàëà (7,∞).

3.4. Â òî÷êàòà x = −1 ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì, à â òî÷êàòà x2 = 7
èìà ëîêàëåí ìèíèìóì.

3.5. Ïðåñìÿòàìå f(−1) = 12 è f(7) = −244.
4. Ïðèáëèçèòåëíà ãðàôèêà å äàäåíà íà ôèãóðà 7.

−4 −2 2 4 6 8 10 12

−200

−150

−100

−50

xy

Ðèñ. 7: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x3 − 9x2 − 21x+ 1.

9.6 Íàé-ìàëêà è íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿ â êðàåí

çàòâîðåí èíòåðâàë

Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) å äåôèíèðàíà â êðàéíèÿ çàòâîðåí èíòåðâàë [a, b]. Èñêàìå äà
íàìåðèì íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà òàçè ôóíêöèÿ â äàäåíèÿ èíòåðâàë
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(àêî òå ñúùåñòâóâàò). Çíàåì, ÷å âúçìîæíè òî÷êè íà åêñòðåìóì ñà îíèÿ, â êîèòî
ïúðâàòà ïðîèçâîäíà ñòàâà ðàâíà íà íóëà èëè çà êîèòî íå å äåôèíèðàíà. Çà íàé-
ìàëêà è íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò ìîãàò äà ïðåòåíäèðàò è ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà
f(a) è f(b) â êðàéùàòà íà èíòåðâàëà. Òàêà, çà ðåøàâàíå íà òàçè çàäà÷à ùå ïðèëàãàìå
ñëåäíèÿ àëãîðèòúì.

1. Íàìèðàìå f ′(x).
2. Íàìèðàìå òî÷êèòå, â êîèòî f ′(x) íå å äåôèíèðàíà.
3. Íàìèðàìå êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî f ′(x) = 0.
4. Îò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà x, íàìåðåíè â ò.2 è ò.3, èçáèðàìå ñàìî îíèÿ, êîèòî ñà

â èíòåðâàëà (a, b). Íåêà äà ãè îçíà÷èì ñ x1 < x2 < . . . < xk.
5. Ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà: f(a), f(x1), f(x2), . . . , f(xk), f(b).
6. Îò ïðåñìåòíàòèòå k+2 ñòîéíîñòè íà f èçáèðàìå íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà.

Ïðèìåð 5 Äà íàìåðèì íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò (ÍÌÑ) è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò
(ÍÃÑ) íà ôóíêöèÿòà f(x) = 2x4 − 4x2 + 4 â èíòåðâàëà [−3, 4].

1. f ′(x) = 8x3 − 8x.
2. f ′(x) å äåôèíèðàíà çà âñÿêî x.
3. f ′(x) = 0⇔ 8x3−8x−0⇔ x(x−1)(x+1) = 0. Òàêà êîðåíèòå ñà x1 = −1, x2 =

0, x3 = 1.
4. Âñè÷êèòå êîðåíè íà ïðîèçâîäíàòà ñà â äàäåíèÿ èíòåðâàë.
5. Ïðåñìÿòàìå f(−3) = 2(−3)4 − 4(−3)2 + 4 = 162 − 36 + 4 = 130, f(−1) =

2− 4 + 4 = 2, f(0) = 4, f(1) = 2, f(2) = 2.24 − 4.22 + 4 = 32− 16 + 4 = 20.
6. Íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò å f(−1) = f(1) = 2, Íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò å

f(−3) = 130.

9.7 Çàäà÷è

1. Íàìåðåòå èíòåðâàëèòå íà ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìèòå íà ôóíêöèÿòà: f(x) =
x2 − 5x+ 6, y = 2x3 − 9x2 + 12x+ 24, f(x) = x3 + 3x2 + 3x+ 1, f(x) = x2+2x+1

x−1 .
2. Íàìåðåòå íàé-ìàëêàòà è íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà â äàäåíèÿ êðàåí

èíòåðâàë:
à) f(x) = x3 − 9x2 + 15x+ 1, x ∈ [−2, 6];
á) f(x) = x3 − 3x2 − 3, x ∈ [1, 4];
â) f(x) = x4 − 4x2 + 7, x ∈ [−2, 3].
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