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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë.

Ïëàí íà çàíÿòèåòî

1 Òåîðåòè÷íà ÷àñò (Ëåêöèÿ 10.)

Îïðåäåëåíèå.

Òàáëèöà íà îñíîâíèòå èíòåãðàëè.

Ïðàâèëà çà èíòåãðèðàíå íà ñóìà íà íÿêîëêî ôóíêöèè è íà

ôóíêöèÿ óìíîæåíà ñ êîíñòàíòà.

Âíàñÿíå íà ñúáèðàåìî è ìíîæèòåë ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà.

Âíàñÿíå íà ôóíêöèÿ ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà.

2 Ïðàêòè÷åñêà ÷àñò

Çàäa÷è:

- Ïîäðîáíî ðåøåíè ïðèìåðè ïî äàäåíèòå â òåîðåòè÷íàòà ÷àñò òåìè:

Èíòåãðèðàíå íà ñòåïåííè ôóíêöè;

Èíòåãðèðàíå íà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò ôóíêöèè;

Äîáàâÿíå íà êîíñòàíòà ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà;

Âíàñÿíå íà ìíîæèòåë ïîä äèôåðåíöèàëà;

Êîìáèíèðàíå íà ïîñëåäíèòå äâå ïðàâèëà.

- Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíî ðåøàâàíå ïî âðåìå íà óïðàæíåíèåòî.
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Îïðåäåëåíèÿ

Ïðèìèòèâíà è íåîïðåäåëåí èíòåãðàë-îò Ëåêöèÿ 10

Àêî F ′(x) = f (x) çà âñÿêî x îò äàäåí èíòåðâàë I , òîãàâà ôóíêöèÿòà F
ñå íàðè÷à ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ íà f â èíòåðâàëà I .
Ïîðàäè òîâà, ÷å ïðîèçâîäíàòà íà êîíñòàíòà å ðàâíà íà 0, òo aêî F (x) å
åäíà ïðèìèòèâíà íà f (x), òî è âñÿêà ôóíêöèÿ F (x) + C êúäåòî C e

êîíñòàíòà, ñúùî ùå å ïðèìèòèâíà íà f (x).
Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïðèìèòèâíè íà äàäåíà ôóíêöèÿ f (x) ñå
íàðè÷à íåîïðåäåëåí èíòåãðàë íà òàçè ôóíêöèÿ è ñå îçíà÷àâà ñ∫

f (x)dx .

Íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà ñëåäâà, ÷å :

(

∫
f (x)dx)′ = f (x)

èëè ñúùî

d(

∫
f (x)dx) = f (x)dx .
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Îïðåäåëåíèÿ

Òàáëèöà íà îñíîâíèòå èíòåãðàëè

No.
∫
f (x)dx F (x) + C

1

∫
xndx

xn+1

n + 1
+ C , n 6= −1

2

∫
x−1dx =

∫
1

x
dx =

∫
dx

x
ln |x |+ C

3

∫
exdx ex + C

4

∫
axdx , a > 0

ax

ln a
+ C

5

∫
sin xdx − cos x + C

6

∫
cos xdx sin x + C
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Îïðåäåëåíèÿ

Òàáëèöà íà îñíîâíèòå èíòåãðàëè

No.
∫
f (x)dx F (x) + C

7

∫
1

cos2 x
dx tg x + C

8

∫
1

sin2 x
dx −cotgx + C

9

∫
1

x2 + a2
dx arctg x + C

10

∫
1√

a2 − x2
dx arcsin x + C

11

∫
1√

x2 + a
dx ln |x +

√
x2 + a|+ C
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Íåïîñðåäñòâåíî èçïîëçâàíå íà òàáëèöàòà

Ñòåïåííè ôóíêöèè

1 ïðèìåð. Äà ïðåñìåòíåì ñëåäíèòå èíòåãðàëè:∫
x2dx ,

∫
x5dx ,

∫
x−6dx .

Ðåøåíèå: Âñè÷êè ïðèìåðè èçïîëçâàò ôîðìóëàòà çà ñòåïåííà

ôóíêöèÿ (ôîðìóëà � 1)∫
x2dx =

x2+1

2 + 1
+ C =

x3

3
+ C ,∫

x5dx =
x6

6
+ C ,∫

x−6dx =
x−6+1

−6 + 1
+ C =

x−5

−5
+ C = −x−5

5
+ C ,∫

dx

x3
=

∫
x−3dx =

x−2

−2
+ C = −x−2

2
+ C .

Â ïîñëåäíèÿ ïðèìåð ñòåïåíòà îò çíàìåíàòåëÿ å çàïèñàíà â

÷èñëèòåëÿ êàòî çíàêúò íà ñòåïåííèÿ ïîêàçàòåë å îáúðíàò (ñòàíàë

å -).
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Íåïîñðåäñòâåíî èçïîëçâàíå íà òàáëèöàòà

Ñòåïåííè ôóíêöèè

2 ïðèìåð. Äà ïðåñìåòíåì ñëåäíèòå èíòåãðàëè:∫
x3/4dx ,

∫
3
√
x2dx ,

∫
dx√
x
.

Ðåøåíèå: Â ïîñëåäíèòå äâà ïðèìåðà å íåîáõîäèìî êîðåíúò äà ñå

çàïèøå êàòî ñòåïåí ñ äðîáåí ïîêàçàòåë ( n
√
xm = xm/n).∫

x3/4dx =
x3/4+1

3/4 + 1
+ C =

x7/4

7/4
+ C =

4x7/4

7
+ C ,∫

3
√
x2dx =

∫
x2/3dx =

x2/3+1

2/3 + 1
+ C =

x5/3

5/3
=

3x5/3

5
+ C ,∫

dx√
x
=

∫
dx

x1/2
=

∫
x−1/2dx =

x−1/2+1

−1/2 + 1
+ C =

x1/2

1/2
+ C =

2x1/2 + C = 2
√
x + C .
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Íåïîñðåäñòâåíî èçïîëçâàíå íà òàáëèöàòà

Èçïîëçâàíå íà äðóãè ôîðìóëè

3 ïðèìåð. Äà ïðåñìåòíåì ñëåäíèòå èíòåãðàëè:∫
dx

x
,

∫
sin xdx ,

∫
dx

cos2 x
,

∫
2xdx

Ðåøåíèå:∫
dx

x
= ln x + C - ôîðìóëà 2;∫

sin xdx = − cos x + C - ôîðìóëà 5;∫
dx

cos2 x
= tgx + C - ôîðìóëà 7;∫

2xdx =
2x

ln 2
+ C - ôîðìóëà 4 ïðè a = 2.
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Èçïîëçâàíå íà ïðàâèëàòà çà èíòåãðèðàíå

Èíòåãðèðàíå íà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò ôóíêöèè

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ïðàâèëà:

∫
(f (x)+g(x))dx =

∫
f (x)dx+

∫
g(x)dx ,

∫
C .f (x)dx = C .

∫
f (x)dx

.

4 ïðèìåð. Äà ïðåñìåòíåì ñëåäíèòå èíòåãðàëè:∫
(x3 + 3 cos x − 1

2
ex)dx ,

∫
(2

3
√
x5 − 4

x
− 3

sin2 x
)dx .

Ðåøåíèå:

∫
(x3 + 3 cos x − 1

2
ex)dx =

∫
x3dx +

∫
3 cos xdx − 1

2
exdx

=
x4

4
+ 3

∫
cos xdx − 1

2

∫
exdx =

x4

4
+ 3 sin x − 1

2
ex + C
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Èçïîëçâàíå íà ïðàâèëàòà çà èíòåãðèðàíå

Èíòåãðèðàíå íà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò ôóíêöèè

∫
(2

3
√
x5 − 4

x
− 3

sin2 x
)dx =

∫
2x5/3dx −

∫
4.
1

x
dx −

∫
3.

1

sin2 x
dx

= 2

∫
x5/3dx − 4

∫
1

x
dx − 3

∫
1

sin2 x
dx

= 2
x5/3 + 1

5/3 + 1
− 4 ln x − 3(−cotgx) + C

= 2.
x8/3

8/3
− 4 ln x + 3cotgx + C

= �2.
3

�8
x8/3 − 4 ln x + 3cotgx + C =

3

4
x8/3 − 4 ln x + 3cotgx + C .
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Èçïîëçâàíå íà ïðàâèëàòà çà èíòåãðèðàíå

Äîáàâÿíå íà êîíñòàíòà ïîä äèôåðåíöèàëà

Â ñèëà å ñëåäíîòî ïðàâèëî:∫
f (x + a)dx =

∫
f (x + a)d(x + a) =

∫
f (y)dy ,

êàòî ñìå îçíà÷èëè x + a = y .
Êàòî ïðåñìåòíåì ïîñëåäíèÿ èíòåãðàë∫

f (y)dy = F (y) + C

çàìåíÿìå îáðàòíî y ñ x + a è ïîëó÷àâàìå∫
f (x + a)dx = F (x + a) + C .

5 ïðèìåð. Äà ïðåñìåòíåì ñëåäíèòå èíòåãðàëè:∫
(x + 2)25dx ,

∫ √
x + 4dx ,

∫
cos(x + 3)dx ,

∫
1

x − 5
dx .
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Èçïîëçâàíå íà ïðàâèëàòà çà èíòåãðèðàíå

Äîáàâÿíå íà êîíñòàíòà ïîä äèôåðåíöèàëà

∫
(x + 2)25dx =

∫
(x + 2)25d(x + 2) =

∫
y25dy

(êàòî å îçíà÷åíî x + 2 ñ y)

=

∫
y25dy =

y26

26
+ C =

(x + 2)26

26
+ C .

(Ïðèëîæèëè ñìå ôîðìóëà 1 è ïîñëå ñìå çàìåíèëè y ñ x + 2.)∫ √
x + 4dx =

∫ √
x + 4d(x + 4) =

∫ √
ydy =

∫
y1/2dy =

y3/2

3/2
+ C =

2

3
(x + 4)3/2 + C .∫
cos(x + 3)dx =

∫
cos(x + 3)d(x + 3) = sin(x + 3) + C .∫

1

x − 5
dx =

∫
1

x − 5
d(x − 5) =

∫
1

y
dy = ln y + C = ln(x − 5) + C .
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Èçïîëçâàíå íà ïðàâèëàòà çà èíòåãðèðàíå

Âíàñÿíå íà ìíîæèòåë ïîä äèôåðåíöèàëà

Â ñèëà å ñëåäíîòî ïðàâèëî:∫
f (x)dx =

1

a

∫
f (ax)d(ax) =

1

a

∫
f (y)dy ,

êàòî ñìå îçíà÷èëè ax = y .
Êàòî ïðåñìåòíåì ïîñëåäíèÿ èíòåãðàë

1

a

∫
f (y)dy =

1

a
.F (y) + C

çàìåíÿìå îáðàòíî y ñ x + a è ïîëó÷àâàìå∫
f (ax)dx =

1

a
F (ax) + C .

6 ïðèìåð. Äà ïðåñìåòíåì ñëåäíèòå èíòåãðàëè:∫
sin 3xdx ,

∫
e−4xdx ,

∫
cos(

1

2
x)dx ,

∫
4−xdx .
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Èçïîëçâàíå íà ïðàâèëàòà çà èíòåãðèðàíå

Âíàñÿíå íà ìíîæèòåë ïîä äèôåðåíöèàëà∫
sin 3xdx =

1

3

∫
sin(3x)d(3x)

(îçíà÷àâàìå 3x ñ y è ïðåñìÿòàìå ïî òàáëè÷íà ôîðìóëà 5)

= 1
3

∫
sin ydy = 1

3 .(− cos y) + C
(çàìåíÿìå â ðåøåíèåòî y ñ 3x è ïîëó÷àâàìå)

= −1
3 cos 3x + C .∫

e−4xdx =
1

−4

∫
e−4xd(−4x) = −1

4

∫
eydy = −1

4
ey + C =

−1

4
e−4x + C ,∫
cos(

1

2
x)dx =

1

1/2

∫
cos(

1

2
x)d(

1

2
x) = 2

∫
cos ydy = 2 sin y + C =

2 sin(
1

2
x) + C ,∫

4−xdx =
1

−1

∫
4−xd(−x) = −

∫
4ydy = − 4y

ln 4
+ C = −4−x

ln 4
+ C .
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Èçïîëçâàíå íà ïðàâèëàòà çà èíòåãðèðàíå

Îáùè çàäà÷è

6 ïðèìåð. Äà ðåøèì ñëåäíèòå èíòåãðàëè:

∫
3
√
5x + 4dx ,∫

2 cos(5x − 2)dx ,

∫
3

4x + 1
dx ,

∫
(3 cos 4x − 5

cos2 7x
)dx .

Ðåøåíèå: Ùå èçïîëçâàìå è äâåòå ïðàâèëà. Çà ïúðâèÿ èíòåãðàë: 1)

ùå âíåñåì ìíîæèòåë 5 ïîä äèôåðåíöèàëà; 2) ùå äîáàâèì

ñúáèðàåìî 4, åòî òàêà:∫
3
√
5x + 4dx =

1

5

∫
3
√
5x + 4d(5x) =

1

5

∫
3
√
5x + 4d(5x + 4) =

1

5

∫
3
√
ydy

(îçíà÷èëè ñìå 5x + 4 ñ y)

= 1
5

∫
y1/3dy = 1

5
y4/3

4/3 + C = 1
5 .

3
4 .y

4/3 + C = 3
20(5x + 4)4/3 + C .

Ïðåñìåòíàëè ñìå èíòåãðàëà ïî ôîðìóëà 1 îò òàáëèöàòà è íàêðàÿ

ñìå çàìåíèëè y ñ 5x + 4.)
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Èçïîëçâàíå íà ïðàâèëàòà çà èíòåãðèðàíå

Îáùè çàäà÷è

∫
2 cos(5x−2)dx = 2.

1

5

∫
cos(5x−2)d(5x) =

2

5

∫
cos(5x − 2︸ ︷︷ ︸

y

)d(5x − 2︸ ︷︷ ︸
y

)

=
2

5

∫
cos ydy =

2

5
sin y + C =

2

5
sin(5x − 2) + C .

∫
3

4x + 1
dx = 3

∫
1

4x + 1
dx = 3.

1

4

∫
1

4x + 1︸ ︷︷ ︸
y

d(4x + 1︸ ︷︷ ︸
y

) =
3

4

∫
1

y
dy =

3

4
ln y + C =

3

4
ln(4x + 1) + C ,
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Óïðàæíåíèå 10. Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë. Èçïîëçâàíå íà ïðàâèëàòà çà èíòåãðèðàíå

Îáùè çàäà÷è

∫
(3 cos 4x − 5

cos2 7x
)dx = 3

∫
cos 4xd − 5

∫
1

cos2 7x
dx

= 3.
1

4

∫
cos(4x)d(4x)− 5.

1

7

∫
1

cos2 7x
d(7x) =

3

4
sin(4x)− 5

7
tg(7x) + C .

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíî ðåøàâàíå:∫
(4x3 + 3 sin x − 3x)dx ,

∫
(2

3
√
x2 − 3

sin2 x
+

10

x4
)dx ;

∫
(3x − 4)32dx ,

∫
e−3x+1dx ,

∫
105x−3dx ,

∫
5dx

3x − 8
,

∫
sin(

x

3
)dx .
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