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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

Ïëàí íà çàíÿòèåòî

1 Òåîðåòè÷íà ÷àñò (Ëåêöèÿ 12.)

Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Îïðåäåëåíèÿ. Îáùî è

÷àñòíî ðåøåíèå.

Ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä. Ôîðìóëà çà

îáùîòî ðåøåíèå.

Ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä ñ ïîñòîÿííè

êîåôèöèåíòè.

Îáùî ðåøåíèå íà Ëèíåéíè Xîìîãåííè ÄÓ îò 2-ðè ðåä ñ ïîñòîÿííè

êîåôèöèåíòè.

Çàäà÷à íà Êîøè çà ËÕÄÓ îò 2 ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.

2 Ïðàêòè÷åñêà ÷àñò

Çàäa÷è:

- Ïîäðîáíî ðåøåíè ïðèìåðè ïî íÿêîè îò äàäåíèòå â òåîðåòè÷íàòà

÷àñò òåìè:

- Ëèíåéíè ÄÓ îò ïúðâè ðåä.

- Ëèíåéíè ÄÓ îò 2 ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.

- Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíî ðåøàâàíå ïî âðåìå íà óïðàæíåíèåòî.
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ëèíåéíè ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä

Îáù âèä è ôîðìóëà çà ðåøàâàíå

Ëèíåéíî ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä èìà ñëåäíèÿ îáù âèä:

y ′ + p(x)y = q(x),

êúäåòî p(x) è q(x) ñà èçâåñòíè ôóíêöèè, à y å òúðñåíàòà ôóíêöèÿ è y ′

å íåéíàòà ïðîèçâîäíà.

Îáùîòî ðåøåíèå íà òîâà ÄÓ ñå äàâà ñ ôîðìóëàòà

y = e−P(x) (C + Q(x)) ,

êúäåòî

P(x) =

∫
p(x)dx , Q(x) =

∫
q(x).eP(x)dx .
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ëèíåéíè ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä

Ðåøåíè ïðèìåðè

Àëãîðèòúìúò çà ðåøàâàíå íà ëèíåéíî ÎÄÓ , êîéòî ùå ñëåäâàìå å:

1. Ïðåñìÿòàìå:

P(x) =

∫
p(x)dx

2. Îïðåäåëÿìå eP(x) è e−P(x) è îïðîñòÿâàìå òåçè èçðàçè, àêî ìîæå.

3. Ïðåñìÿòàìå:

Q(x) =

∫
q(x).eP(x)dx .

4. Çàïèñâàìå ðåøåíèåòî:

y = e−P(x) (C + Q(x)) .
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ëèíåéíè ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä

Ðåøåíè ïðèìåðè

1 ïðèìåð.

y ′ +
1

x
y = x2

Ðåøåíèå: Òóê p(x) = 1
x è q(x) = x2.

1. Ïðåñìÿòàìå P(x) =
∫
p(x)dx =

∫
1
x dx = ln x .

2. Îïðåäåëÿìå eP(x) = e ln x = x è e− ln x = 1
e ln x = 1

x .
3. Ïðåñìÿòàìå

Q(x) =

∫
q(x).eP(x)dx =

∫
x2.xdx =

∫
x3dx =

x4

4
.

4. Çàïèñâàìå ðåøåíèåòî

y = e−P(x) (C + Q(x)) =
1

x

(
C +

x4

4

)
=

C

x
+

x3

4
.
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ëèíåéíè ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä

Ðåøåíè ïðèìåðè

1 ïðèìåð.

y ′ + 2xy = x .e−x
2

Ðåøåíèå: Òóê p(x) = 2x è q(x) = x .e−x
2
.

1. Ïðåñìÿòàìå P(x) =
∫
p(x)dx =

∫
2xdx = 2. x

2

2 = x2.

2. Îïðåäåëÿìå eP(x) = ex
2
è e−P(x) = e−x

2
.

3. Ïðåñìÿòàìå

Q(x) =

∫
q(x).eP(x)dx =

∫
x .e−x

2
.ex

2
dx =

∫
xdx =

x2

2
.

4. Çàïèñâàìå ðåøåíèåòî

y = e−P(x) (C + Q(x)) = e−x
2

(
C +

x2

2

)
.
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. ËÄÓ îò 2 ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Îáù âèä. Õîìîãåííî è íåõîìîãåííî ËÄÓ ñ ïîñòîÿííè

êîåôèöèåíòè

Ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä ñ ïîñòîÿííè

êîåôèöèåíòè èìà ñëåäíèÿò îáù âèä:

ay ′′ + by ′ + cy = f (x),

êúäåòî a, b è c ñà äàäåíè êîíñòàíòè (÷èñëà), f (x) å èçâåñòíà ôóíêöèÿ,
à y e íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ è y ′ y ′′ ñà íåéíèòå ïúðâà è âòîðà

ïðîèçâîäíà.

Êîãàòî f (x) ≡ 0, ò.å.

ay ′′ + by ′ + cy = 0,

óðàâíåíèåòî ñå íàðè÷à õîìîãåííî, â ïðîòèâåí ñëó÷àé å íåõîìîãåííî.
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. ËÄÓ îò 2 ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà õîìîãåííî ËÄÓ ñ ïîñòîÿííè

êîåôèöèåíòè

1. Çà óðàâíåíèåòî ay ′′ + by ′ + cy = 0, îáðàçóâàìå ñëåäíîòî êâàäðàòíî
óðàâíåíèå:

ar2 + br + c = 0,

ñ êîåôèöèåíòè a, b, c è íåèçâåñòíî r , êîåòî ñå íàðè÷à õàðàêòåðèñòè÷íî
óðàâíåíèå çà äàäåíîòî ËÕÄÓ.

2. Çà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå ïðåñìÿòàìå äèñêðèìèíàíòàòà

D = b2 − 4.a.c .

Çíàåì, ÷å ñà âúçìîæíè òðè ñëó÷àÿ.
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. ËÄÓ îò 2 ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà õîìîãåííî ËÄÓ ñ ïîñòîÿííè

êîåôèöèåíòè

- Àêî D > 0 ïðåñìÿòàìå êîðåíèòå r1 =
−b−

√
D

2.a , r2 =
−b+

√
D

2.a . Òîãàâà
îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå èìà âèäà

y = C1e
r1x + C2e

r2x .

- Àêî D = 0 ïðåñìÿòàìå äâîéíèÿ êîðåí r1 = r2 =
−b
2.a . Òîãàâà îáùîòî

ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå èìà âèäà

y = C1e
r1x + C2e

r1x .x = (C1 + C2x)e
r1x .

- Àêî D < 0 óðàâíåíèåòî íÿìà ðåàëíè êîðåíè. Oçíà÷àâàìå

α =
−b
2.a

β =

√
|D|
2.a

.

Òîãàâà îáùîòî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå èìà âèäà

y = (C1 cosβx + C2 sinβx) e
αx .

È â òðèòå ñëó÷àÿ C1 è C2 ñà ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè.
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. ËÄÓ îò 2 ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Ðåøåíè ïðèìåðè

1 ïðèìåð. Äà ðåøèì y ′′ + 3y ′ + 2y = 0.
Ðåøåíèå:

1. Çàïèñâàìå õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå r2 + 3r + 2 = 0,
a = 1, b = 3, c = 2.
2. Ïðåñìÿòàìå D = 32 − 4.1.2 = 9− 8 = 1 > 0 (ïúðâè ñëó÷àé).

r1 =
−3−

√
1

2.1 = −2 è r2 =
−3+

√
1

2.1 = −1.
3. Çàïèñâàìå îáùîòî ðåøåíèå íà ÄÓ

y = C1e
−2x + C2e

−x .

2 Äà ðåøèì y ′′ − 4y = 0.
1. Çàïèñâàìå õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå r2 − 4 = 0.
2. Ñåãà íåïîñðåäñòâåíî íàìèðàìå äâàòà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà

r1 =
√
4 = 2 è r2 = −

√
4 = −2. (ïúðâè ñëó÷àé)

3. Çàïèñâàìå îáùîòî ðåøåíèå íà ÄÓ

y = C1e
2x + C2e

−2x .
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. ËÄÓ îò 2 ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Ðåøåíè ïðèìåðè

3 ïðèìåð. Äà ðåøèì y ′′ − 2y ′ = 0.
Ðåøåíèå:

1. Çàïèñâàìå õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå r2 − 2r = 0 èëè
r(r − 2) = 0.
2. Ñåãà íåïîñðåäñòâåíî íàìèðàìå äâàòà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà

r1 = 0 è r2 = 2. (ïúðâè ñëó÷àé)

3. Çàïèñâàìå îáùîòî ðåøåíèå íà ÄÓ

y = C1e
0x + C2e

2x = C1 + C2e
2x .

Â ïîñëåäíèòå äâà ïðèìåðà èìàìå íåïúëíè êâàäðàòíè óðàâíåíèÿ,

êîèòî ñå ðåøàâàò áåç ôîðìóëàòà, íî è â äâàòà ñëó÷àÿ èìàìå äâà

ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå, ò.å.

èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà çà îáùîòî ðåøåíèå íà ÄÓ îò ïúðâèÿ

ñëó÷àé.
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. ËÄÓ îò 2 ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Ðåøåíè ïðèìåðè

4 ïðèìåð. Äà ðåøèì 4y ′′ − 4y ′ + y = 0.
Ðåøåíèå:

1. Çàïèñâàìå õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå 4r2 − 4r + 1 = 0.
2. Ïðåñìÿòàìå D = (−4)2 − 4.1.4 = 16− 16 = 0.
Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå ùå èìà äâîåí ðåàëåí êîðåí

r1 = r2 =
−(−4)
2.4 = 4

8 = 1
2 . (âòîðè ñëó÷àé)

3. Çàïèñâàìå îáùîòî ðåøåíèå íà ÄÓ

y = C1e
1
2
x + C2e

1
2
x .x = (C1 + C2x)e

x/2.
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. ËÄÓ îò 2 ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Ðåøåíè ïðèìåðè

5 ïðèìåð. Äà ðåøèì y ′′ + 2y ′ + 2y = 0.
Ðåøåíèå:

1. Çàïèñâàìå õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå r2 + 2r + 2 = 0.
2. Ïðåñìÿòàìå D = 22 − 4.1.2 = 4− 8 = −4 < 0.
Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå íÿìà ðåàëíè êîðåíè. (òðåòè

ñëó÷àé). Îçíà÷àâàìå α = −2
2.1 = −1 è β =

√
|−4|
2.1 =

√
4
2 = 2

2 = 1.
3. Çàïèñâàìå îáùîòî ðåøåíèå íà ÄÓ

y = (C1 cos 1x + C2 sin 1x)e
−1.x = (C1 cos x + C2 sin x)e

−x .
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. ËÄÓ îò 2 ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Çàäà÷à íà Êî�øè

6 ïðèìåð. Ñåãà ùå ðåøèì ñëåäíàòà çàäà÷à:

Äàäåíî å óðàâíåíèåòî y ′′ − 4y ′ + 3y = 0 è çàåäíî ñ íåãî ñëåäíèòå

íà÷àëíè óñëîâèÿ y(0) = 1, y ′(0) = 3.
Ùå òúðñèì ÷àñòíî ðåøåíèå, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà è ÄÓ è

äàäåíèòå íà÷àëíè óñëîâèÿ.

Ðåøåíèå:

1. Çàïèñâàìå õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå r2 − 4r + 3 = 0.
2. Ïðåñìÿòàìå D = (−4)2 − 4.1.3 = 16− 12 = 4 > 0. Ïðåñìÿòàìå
r1 =

4−2
2 = 1 è r2 =

4+2
2 = 3.

3. Çàïèñâàìå îáùîòî ðåøåíèå íà ÄÓ

y = C1e
x + C2e

3x .

4. Íàìèðàìå y ′ = C1e
x + C2e

3x .3 = C1e
x + 3C2e

3x .
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. ËÄÓ îò 2 ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Ðåøåíè ïðèìåðè

Ñåãà ùå èçïîëçâàìå äâåòå íà÷àëíè óñëîâèÿ çà äà îïðåäåëèì ÷àñòíîòî

ðåøåíèå, êîåòî ãè óäîâëåòâîðÿâà.

5. Îò ïúðâîòî íà÷àëíî óñëîâèå y(0) = 1 íàìèðàìå
y(0) = C1e

0 + C2e
3.0 = 1 èëè C1 + C2 = 1.

6. Îò âòîðîòî íà÷àëíî óñëîâèå y ′(0) = 3 íàìèðàìå
y ′(0) = C1e

0 + 3C2e
3.0 = 3 èëè C1 + 3C2 = 3.
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. ËÄÓ îò 2 ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Ðåøåíè ïðèìåðè

7. Ðåøàâàìå ñèñòåìàòà

∣∣∣∣ C1 + C2 = 1
C1 + 3C2 = 3

Èçâàæäàìå ïúðâîòî óðàâíåíèå îò âòîðîòî è ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣ C1 + C2 = 1
2C2 = 2

Îò âòîðîòî óðàâíåíèå íàìèðàìå C2 = 1. Çàìåñòâàìå â ïúðâîòî è
íàìèðàìå C1 + 1 = 1, ò.å. C1 = 0.
8. Â îáùîòî ðåøåíèå íà ÄÓ y = C1e

x + C2e
3x çàìåñòâàìå C1 ñ 0 è C2

ñ 1 è ïîëó÷àâàìå ðåøåíèåòî íà äàäåíàòà íà÷àëíà çàäà÷à:

y = 0.ex + 1.e3x = e3x .
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Óïðàæíåíèå 12. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. ËÄÓ îò 2 ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíî ðåøàâàíå

1 Ðåøåòå ñëåäíèòå ëèíåéíè ÄÓ îò 1-âè ðåä:

y ′ − 1
x y = x2 + 3x , y ′ + 1

x−2y = x + 4, y ′ + 3x2y = 3xe−x
3
,

2 Ðåøåòå ñëåäíèòå ëèíåéíè õîìîãåííè ÄÓ ñ ïîñòîÿííè

êîåôèöèåíòè:

y ′′ − 6y ′ + 5y = 0, 5y ′′ + 6y ′ + y = 0, y ′′ − 9y = 0,
y ′′ − 2y ′ + y = 0,
y ′′ − 4y ′ + 4y = 0, y ′′ − 4y ′ + 5y = 0, 2y ′′ − 2y ′ + y = 0.

3 Ðåøåòå ñëåäíèòå çàäà÷è íà Êî�øè

y ′′ − 6y ′ + 5y = 0 ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ y(0) = 1, y ′(0) = 4.
y ′′ − 6y ′ + 9y = 0 ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ y(0) = 1, y ′(0) = 0.
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