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Óïðàæíåíèå 7. Ãðàíèöè.

Ïëàí íà çàíÿòèåòî

1 Òåîðåòè÷íà ÷àñò

Îïðåäåëåíèÿ.

Ãðàíèöà íà ÷èñëîâà ðåäèöà.

Äåôèíèðàíå íà Íåïåðîâîòî ÷èñëî e.
Ïðåñìÿòàíå íà ãðàíöè, êîãàòî àðãóìåíòúò êëîíè êúì êðàéíà

ñòîéíîñò.

Ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöè, êîãàòî àðãóìåíòúò êëîíè êúì áåçêðàéíîñò.

2 Ïðàêòè÷åñêà ÷àñò

Çàäa÷è:

- Ïîäðîáíî ðåøåíè ïðèìåðè îò äàäåíèòå â òåîðåòè÷íàòà ÷àñò òåìè.

- Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíî ðåøàâàíå ïî âðåìå íà óïðàæíåíèåòî.
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Óïðàæíåíèå 7. Ãðàíèöè. Îïðåäåëåíèÿ çà ãðàíèöè

Ãðàíèöà íà ðåäèöà

Äåôèíèöèÿ

Ùå êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 êîëíè êúì L (èëè , êîåòî ñúùîòî,

ðåäèöàòà èìà çà ãðàíèöà ÷èñëîòî L), àêî çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî ε > 0,
÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà ñ íîìåðà ïî-ãîëåìè îò èçâåñòåí íîìåð N0 ñå

ñúäúðæàò â èíòåðâàëà (L− ε, L+ ε).

n

L

aN0

N0

L+ ε

L− ε
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Óïðàæíåíèå 7. Ãðàíèöè. Îïðåäåëåíèÿ çà ãðàíèöè

Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

Äåôèíèöèÿ

×èñëîòî L å ãðàíèöà íà

ôóíêöèÿòà f (x) ïðè x → a,
(ïèøåì limx→a f (x) = L),
êîãàòî çà âñÿêî ÷èñëî ε > 0
ìîæåì äà íàìåðèì ÷èñëî

δ > 0 òàêîâà, ÷å çà âñè÷êè x
îò äåôèíèöèîííîòî

ìíîæåñòâî íà f å

èçïúëíåíî, îò

|x − a| < δ ⇒ |f (x)− L| < ε. x

y

δ δ

a

ε
ε

L
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Óïðàæíåíèå 7. Ãðàíèöè. Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

Àðãóìåíòúò êëîíè êúì ÷èñëî è íÿìà íåîïðåäåëåíîñò

1 ïðèìåð. Ïðåñìåòíåòå ãðàíèöèòå lim
x→0

x2 + 1

x2 + 2
.

Ðåøåíèå: Ïúðâàòà ñòúïêà ïðè ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöà å äà

çàìåñòèì ïðîìåíëèâàòà ñ ãðàíè÷íàòà ñòîéíîñò è äà ïðåñìåòíåì

ïîëó÷åíèÿò àðèòìåòè÷åí èçäðàç, àêî å âúçìîæíî:

lim
x→0

x2 + 1

x2 + 2
=

02 + 1

02 + 2
=

0 + 1

0 + 2
=

1

2
.

Ñ òîâà ãðàíèöàòà å íàìåðåíà.
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Óïðàæíåíèå 7. Ãðàíèöè. Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

Ðàçêðèâàíå íà íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà [0/0]

2 ïðèìåð. Ïðåñìåòíåòå ãðàíèöèòå lim
x→3

x2 − 5x + 6

x2 − 9
.

Ðåøåíèå: Ïðè çàìåñòâàíå íà x ñ 3 ïîëó÷àâàìå

lim
x→3

x2 − 5x + 6

x2 − 9
=

32 − 5.3 + 6

32 − 9
=

9− 15 + 6

9− 9
=

[
0

0

]
.

Â òàêúâ ñëó÷àé èìàìå íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà
[
0
0

]
.
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Óïðàæíåíèå 7. Ãðàíèöè. Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

Ðàçêðèâàíå íà íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà [0/0]

Çà äà ïðåñìåòíåì ãðàíèöàòà ðàçëàãàìå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ

êàêòî ñëåäâà:

- Çà ÷èñëèòåëÿ ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî x2 − 5x + 6 = 0:

D = (−5)2 − 4.1.6 = 25− 24 = 1. x1/2 =
5±
√
1

2.1 = 5±1
2 . x1 = 2, x2 = 3.

Òàêà x2 − 5x + 6 = (x − 2)(x − 3).
- Çà çíàìåíàòåëÿ èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà çà ñúêðàòåíî óìíîæåíèå è

íàìèðàìå x2 − 9 = x2 − 32 = (x − 3)(x + 3).
Ñåãà ïðåîáðàçóâàìå äðîáòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:à

x2 − 5x + 6

x2 − 9
=

(x − 2)����(x − 3)

����(x − 3)(x + 3)
=

x − 2

x + 3
.

Íàêðàÿ ïðåñìÿòàìå ãðàíèöàòà êàòî èçïîëçâàìå ïðåîáðàçóâàíàòà äðîá

lim
x→3

x2 − 5x + 6

x2 − 9
= lim

x→3

x − 2

x + 3
=

3− 2

3 + 3
=

1

6
.

Ñ òîâà ãðàíèöàòà å íàìåðåíà.
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Óïðàæíåíèå 7. Ãðàíèöè. Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

Ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöà êîãàòî àðãóìåíòúò êëîíè êúì
áåçêðàéíîñò

Ïðè ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöà, êîãàòî àðãóìåíòúò êëîíè êúì áåçêðàéíîñò

ñå èçïîëçâàò ñëåäíîòî ïðàâèëî:

lim
x→∞

C

xp
= 0

çà ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà C è âñÿêà ïîëîæèòåëíà ñòåïåí p.
Çà äà ïðèëîæèì ïðàâèëîòî, ïîñòúïâàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Èçíàñÿìå

íàé-âèñîêàòà ñòåïåí íà x â ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ïðåä ñêîáè.

Ñúêðàùàâàìå èçíåñåíèòå ñòåïåíè è ñëåä òîâà ïðèëàãàìå ãîðíîòî

ïðàâèëî.

1 ïðèìåð. Ïðåñìåòíåòå ãðàíèöèòå

a) lim
x→∞

2x2 + x + 1

x2 + 2
; á) lim

x→∞

5x2 + x + 4

3x2 + x3
.
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Óïðàæíåíèå 7. Ãðàíèöè. Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

Ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöà êîãàòî àðãóìåíòúò êëîíè êúì
áåçêðàéíîñò

Ðåøåíèå: à)

lim
x→∞

2x2 + x + 1

x2 + 2
= lim

x→∞

��x
2

(
2��x

2

��x
2

+
�x

���
x

x2
+

1

x2

)

��x
2

(
��x
2

��x
2
+

2

x2

)

= lim
x→∞

2 + 1
x + 1

x2

1 + 2
x2

=
2 + 0 + 0

1 + 0
= 2.
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Óïðàæíåíèå 7. Ãðàíèöè. Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

Ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöà, êîãàòî àðãóìåíòúò êëîíè êúì
áåçêðàéíîñò

Ðåøåíèå: á)

lim
x→∞

5x2 + x + 4

3x2 + x3
= lim

x→∞

��x
3

5��x
2

���
x

x3
+

��
1

x

���
x2

x3

+
4

x3


��x
3

(
3��x

2

���
x

x3
+

��x
3

��x
3

)

= lim
x→∞

5
x + 1

x2
+ 4

x3

3
x + 1

=
0 + 0 + 0

0 + 1
= 0.
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Óïðàæíåíèå 7. Ãðàíèöè. Ãðàíèöà íà ÷èñëîâà ðåäèöà

Ãðàíèöà íà ðåäèöà

Êîãàòî òúðñèì ãðàíèöà íà ÷èñëîâà ðåäèöà {an, n = 1, 2, . . .} èíäåêñúò
n êëîíè êúì áåçêðàéíîñò, çàòîâà ïðè ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöà íà ðåäèöà

èçïîëçâàìå ïðàâèëîòî çà ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ, êîãàòî

x →∞, êîåòî èçïîëçâàõìå â ïðåäíèòå ïðèìåðè.

Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà

lim
n→∞

n2 + 1

4n3 + 2
.

Äà èçíåñåì ïðåä ñêîáè íàé-âèñîêèòå ñòåïåíè íà n â ÷èñëèòåëÿ è

çíàìåíàòåëÿ. Â ÷èñëèòåëÿ òÿ å n, à â çíàìåíàòåëÿ å n3. Ïîëó÷àâàìå

n2 + 1

4n3 + 2
= n(1+1/n2)

n3(4+2/n3)

= 1
n2

1+ 1
n2

4+ 2
n3

.
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Óïðàæíåíèå 7. Ãðàíèöè. Ãðàíèöà íà ÷èñëîâà ðåäèöà

Ãðàíèöà íà ðåäèöà

Êàêòî âå÷å âèäÿõìå limn→∞
1
n = 0. Êàòî èçïîëçâàìå òàçè ãðàíèöà è

òåîðåìèòå çà ñúáèðàíå, óìíîæåíèå, äåëåíèå è êîðåíóâàíå íà ãðàíèöè

íàìèðàìå

lim
n→∞

1

n2
1 + 1

n2

4 + 2
n3

= 0.
1 + 0

4 + 0
= 0.

Ñ òîâà ãðàíèöàòà å íàìåðåíà.
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Óïðàæíåíèå 7. Ãðàíèöè. Ãðàíèöà íà ÷èñëîâà ðåäèöà

Íåïåðîâî ÷èñëî

Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ðåäèöàòà an =
(
1 + 1

n

)n
, n = 1, 2, . . . å ñõîäÿùà.

Ãðàíèöàòà è ñå îçíà÷àâà ñ e, ò.å. limn→∞
(
1 + 1

n

)n
= e. ×èñëîòî e e

èðàöèîíàëíî. Ñ òî÷íîñò äî 4 çíàê e ≈ 2, 7182.
Èçâåñòíî å â ìàòåìàòèêàòà êàòî Íåïåðîâî ÷èñëî. Ëîãàðèòìè÷íàòà

ñèñòåìà ñ îñíîâà ÷èñëîòî e å ìíîãî øèðîêî èçïîëçâàíà â

ìàòåìàòèêàòà.
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Óïðàæíåíèå 7. Ãðàíèöè. Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíî ðåøàâàíå

Ïðåñìåòíåòå ãðàíèöèòå

a) lim
x→1

x2 − 1

x2 − 4
; á) lim

x→1

x2 − 4x + 3

x2 − 1
; â) lim

x→1

x2 − 4x + 3

x2 − 1
;

ã) lim
x→∞

2x2 + x + 1

x2 + 2
; ä) lim

x→∞

x3 + 3x3 + 4

2x3 + 2x
;

å) lim
x→∞

−2x2 + 2x + 5

4x2 + 2x
; æ) lim

x→∞

5x + 1

3x2 + 1
;

ç) lim
x→∞

5− x

3x2 + 4x − 4
; è) lim

x→∞

5x3 + x2 + 1

x2 + x − 7
;

é) lim
x→∞

3x3 + x2 + 3

−3x2 + x
.
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