
ÌÅÄÈÖÈÍÑÊÈ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ-ÏËÅÂÅÍ

ÔÀÊÓËÒÅÒ �ÔÀÐÌÀÖÈß�

ÖÅÍÒÚÐ ÇÀ ÄÈÑÒÀÍÖÈÎÍÍÎ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

ÂÈÑØÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ - Óïðàæíåíèå No. 9.

Òåìà: Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå.

Ðàçðàáîòèë: ïðîô. Êîñòî Ìèòîâ ä.ìàò.í.

ãð. Ïëåâåí 2020ã.



Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå.

Ïëàí íà çàíÿòèåòî

1 Òåîðåòè÷íà ÷àñò (Ëåêöèÿ 9.)
Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ðàñòåíå è íàìàëÿâàíå íà ôóíêöèÿ â äàäåí
èíòåðâàë.
Íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì
(ìèíèìóì, ìàêñèìóì).
Äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì.
Äîñòèãàíå íà íàé-ìàëêà è íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò â êðàåí çàòâîðåí
èíòåðâàë.
Ïðàâèëà íà Ëîïèòàë çà ðàçêðèâàíå íà íåîïðåäåëåíîñòè.

2 Ïðàêòè÷åñêà ÷àñò
Çàäa÷è:
- Ïîäðîáíî ðåøåíè ïðèìåðè îò äàäåíèòå â òåîðåòè÷íàòà ÷àñò òåìè:
Íàìèðàíå íà èíòåðâàëèòå íà ìîíîòîííîñò íà äàäåíà ôóíêöèÿ;
Íàìèðàíå íà òî÷êèòå â êîèòî äàäåíà ôóíêöèÿ èìà ëîêàëåí
åêñòðåìóì;
Ïðåñìÿòàíå íà ñòîéíîñòèòå íà íàìåðåíèòå ëîêàëíè åêñòðåìóìè;
Ðàçêðèâàíå íà íåîïðåäåëåíîñòè ñ ïðàâèëàòà íà Ëîïèòàë.
- Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíî ðåøàâàíå ïî âðåìå íà óïðàæíåíèåòî.
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè

Ïðàâèëà

1 Àêî â äàäåí èíòåðâàë (a, b) ïðîèçâîäíàòà f ′(x) å ïîëîæèòåëíà, òî
â òîçè èíòåðâàë ôóíêöèÿòà f (x) å ìîíîòîííî ðàñòÿùÿ;

2 Aêî â èíòåðâàëà (a, b), f ′(x) å îòðèöàòåëíà, òî â òîçè èíòåðâàë

ôóíêöèÿòà f (x) å íàìàëÿâàùà;

3 Çà äà èìà ôóíêöèÿòà f ëîêàëåí ìàêñèìóì â òî÷êàòà x0 å
äîñòàòú÷íî äà èìà èíòåðâàë (a, b) ⊂ D òàêúâ, ÷å f ′(x0) = 0,
f ′(x) > 0 çà âñÿêî x ∈ (a, x0) è f ′(x) < 0 çà âñÿêî x ∈ (x0, b);

4 Çà äà èìà ôóíêöèÿòà f ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà x0 å
äîñòàòú÷íî äà èìà èíòåðâàë (a, b) ⊂ D òàêúâ, ÷å f ′(x0) = 0,
f ′(x) < 0 çà âñÿêî x ∈ (a, x0) è f ′(x) > 0 çà âñÿêî x ∈ (x0, b).
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè

Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè-ïðèìåðè

1 ïðèìåð. Äà ñå íàìåðÿò èíòåðâàëèòå íà ìîíîòîííîñò è ëîêàëíèòå

åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà y = −3x2 + 6x + 4.
Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà å (−∞,∞).
Ïðåñìÿòàìå ïðîèçâîäíàòà y ′ = −3.2x + 6.1 + 0 = −6x + 6.
Ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî y ′ = 0⇔ −6x + 6 = 0⇔ −6x = −6
⇔ x = −6

−6 = 1.
Ñåãà ùå íàìåðèì èíòåðâàëèòå, â êîèòî y ′ > 0 è òåçè, â êîèòî

y ′ < 0. Çà òîâà íàíàñÿìå êîðåíà íà óðàâíåíèåòî y ′ = 0 íà
÷èñëîâàòà îñ è ÿ ðàçäåëÿìå íà äâà èíòåðâàëà.

Â äåñíèÿ èíòåðâàë (1,∞) ñå ïîñòàâÿ çíàêà íà êîåôèöèåíòà ïðåä x
â y ′, â ñëó÷àÿ (-), âúðâåéêè íàëÿâî, ïðè ïðåìèíàâàíå ïðåç åäèí

êîðåí íà óðàâíåíèåòî y ′ = 0 ñìåíÿìå çíàêà åäèí ïúò. Òàêà â

èíòåðâàëà (−∞, 1) ïîñòàâÿìå çíàê (+).
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè

Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè-ïðèìåðè

x = 1, ëîêàëåí ìàêñèìóì

+ ðàñòå − íàìàëÿâà

Ñëåäîâàòåëíî:

Â èíòåðâàëà (−∞, 1), y ′ > 0 è â òîçè èíòåðâàë ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà;

Â èíòåðâàëà (1,∞), y ′ < 0 è â òîçè èíòåðâàë ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà.

Êàòî èçïîëçâàìå ïðàâèëà 2. è 3. âèæäàìå, ÷å ïðè x = 1 ôóíêöèÿòà
èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì.

Äà ïðåñìåòíåì ñòîéíîñòòà íà òîçè ìàêñèìóì

ymax = y(1) = −3.12 + 6.1 + 4 = −3 + 6 + 4 = 7.
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè

Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè-ïðèìåðè

2 ïðèìåð. Äà ñå íàìåðÿò èíòåðâàëèòå íà ìîíîòîííîñò è ëîêàëíèòå

åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà y =
x3

3
+ x2 + x + 4.

Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà å (−∞,∞).
Ïðåñìÿòàìå ïúðâàòà ïðîèçâîäíà

y = 1
3 .(x

3)′ + (x2)′ + x ′ + 4′ = 1
3 .3x

2 + 2x + 1 + 0 = x2 + 2x + 1.
Ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî y ′ = 0, ò.å. x2 + 2x + 1 = 0. Êîðåíèòå íà
òîâà óðàâíåíèå ñà x1 = x2 = −1. Íàíàñÿìå íà ÷èñëîâàòà îñ
äâóêðàòíèÿ êîðåí −1 è îïðåäåëÿìå çíàêà íà ïðîèçâîäíàòà.

Â äåñíèÿ èíòåðâàë (−1,∞) ïîñòàâÿìå çíàê +, çàùîòî
êîåôèöèåíòúò ïðåä x2 â ïðîèçâîäíàòà å ïîëîæèòåëåí (+1). Êàòî
âúðâèì íàëÿâî â òî÷êàòà −1 íèå ïðåñêà÷àìå íàâåäíúæ äâàòà

êîðåíà íà ïðîèçâîäíàòà. Çà âñåêè êîðåí îáðúùàìå çíàêà åäèí

ïúò. Òàêà çàðàäè äâàòà êîðåíà ùå ïðîìåíèì çíàêà 2 ïúòè.

Ñëåäîâàòåëíî, â èíòåðâàëà (−∞,−1) ïîñòàâÿìå ïàê çíàê (+).
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè

Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè-ïðèìåðè

x1 = −1
x2 = −1

+ +

Ïîëó÷èõìå, ÷å y ′ > 0 çà âñÿêî x ∈ (−∞,−1) è çà âñÿêî x ∈ (−1,∞).
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà y å ðàñòÿùà â öÿëîòî ñè äåôèíèöèîííî

ìíîæåñòâî (−∞,∞).
Ïîðàäè òîâà, ÷å íÿìà ïðîìÿíà íà ìîíîòîííîñòòà íà ôóíêöèÿòà â

òî÷êàòà x = −1, ôóíêöèÿòà íÿìà åêñòðåìóì â òàçè òî÷êà.
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè

Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè-ïðèìåðè

3 Äà ñå íàìåðÿò èíòåðâàëèòå íà ìîíîòîííîñò è ëîêàëíèòå

åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà y =
ex

x2 + x + 1
.

Ðåøåíèå: Äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî ñå îïðåäåëÿ îò óñëîâèåòî

çíàìåíàòåëÿò x2 + x + 1 6= 0. Äà ïðîâåðèì äàëè óðàâíåíèåòî

x2 + x + 1 = 0 èìà ðåàëíè êîðåíè. Ïðåñìÿòàìå äèñêðèìèíàíòàòà

D = b2 − 4ac = 12 − 4.1.1 = 1− 4 = −3 < 0. Ñëåäîâàòåëíî
óðàâíåíèåòî íÿìà ðåàëíè êîðåíè, ò.å. x2 + x + 1 6= 0 çà âñÿêî
x ∈ (−∞,∞). Tàêà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî å (−∞,∞).
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè

Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè-ïðèìåðè

Ïðåñìÿòàìå ïðîèçâîäíàòà

y ′ =
(ex)′.(x2 + x + 1)− ex .(x2 + x + 1)′

(x2 + x + 1)2

=
ex .(x2x + 1)− ex .(2x + 1)

(x2 + x + 1)2

=
ex(x2 + x + 1− 2x − 1)

(x2 + x + 1)2
=

ex(x2 − x)

(x2 + x + 1)2
.

Ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî y ′ = 0⇔ ex(x2 − x)

(x2 + x + 1)2
= 0⇔ x2 − x = 0.

Êîðåíèòå íà òîâà íåïúëíî êâàäðàòíî óðàâíåíèå x2 − x = 0 ñå
ïîëó÷àâàò îò x .(x − 1) = 0, x1 = 0, x2 = 1. Ìíîæèòåëÿò ex > 0 è
çíàìåíàòåëÿò (x2 + x + 1)2 > 0 çà âñÿêî x . Ñëåäîâàòåëíî, çíàêúò íà
ïðîèçâîäíàòà ñå îïðåäåëÿ îò çíàêà íà x2 − x .
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè

Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè-ïðèìåðè

Íàíàñÿìå êîðåíèòå x1 = 0 è x2 = 1 íà ÷èñëîâàòòà îñ è ïîñòàâÿìå çíàê

+ â íàé-äåñíèÿ èíòåðâàë (1,∞). Ñëåä òîâà ïîñòàâÿìå çíàê (−) â
èíòåðâàëà (0, 1) çíàê (+) â èíòåðâàëà (−∞, 0).

x1 = 0

ëîê. ìàêñ.

x2 = 1

ëîê. ìèí.

+ − +

Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà â èíòåðâàëèòå (−∞, 0) è (1,∞) è
å íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà (0, 1).
Êàòî ïðèëîæèì ïðàâèëà 2. è 3. óñòàíîâÿâàìå, ÷å â òî÷êàòà x = 0
ôóíöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì, à â òî÷êàòà x = 1 ôóíêöèÿòà èìà
ëîêàëåí ìèíèìóì. Ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòèòå èì:

ymax = y(0) =
e0

02 + 0 + 1
= 1 è ymin = y(1) =

e1

12 + 1 + 1
=

e

3
.
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ìîíîòîííîñò è åêñòðåìóìè

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíî ðåøàâàíå.

Íàìåðåòå èíòåðâàëèòå íà ìîíîòîííîñò è ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà

ôóíêöèèòå:

1 y = x2 − 5x + 6, y = x2 + 5, y =
1

2
x2 + 5x − 8, y = −x2

2
+ 3x + 4;

2 y = x3 − 3x2 + 5x − 8, y =
x3

3
+ x2 + x + 4, y = x3 − 27x + 4;

3 y = x2ex , y = (3x + 2)e2x , y =
ex

x2 − x + 1
;
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ïðàâèëà íà Ëîïèòàë

Íåîïðåäåëåíîñòè îò âèäà
[
0
0

]
è
[∞
∞
]

Íåêà ôóíêöèèòå f (x) è g(x) ñà äåôèíèðàíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà c è

èìàò ïðîèçâîäíè â òàçè îêîëíîñò. Íåêà ãðàíèöàòà limx→c
f (x)
g(x) =

[
0
0

]
å

íåîïðåäåëåíà. Òîãàâà, àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà limx→c
f ′(x)
g ′(x) = l , òî

ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà limx→c
f (x)
g(x) è ïðè òîâà

lim
x→c

f (x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g ′(x)
= l .

Íåêà ôóíêöèèòå f (x) è g(x) ñà äåôèíèðàíè â îêîëíîñò íà òî÷êàòà c è

èìàò ïðîèçâîäíè â òàçè îêîëíîñò. Íåêà ãðàíèöàòà limx→c
f (x)
g(x) =

[∞
∞
]
å

íåîïðåäåëåíà. Òîãàâà, àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà limx→c
f ′(x)
g ′(x) = l , òî

ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà limx→c
f (x)
g(x) è ïðè òîâà

lim
x→c

f (x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g ′(x)
= l .
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ïðàâèëà íà Ëîïèòàë

Ïðèìåðè
[
0
0

]
1 ïðèìåð. Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà lim

x→1

x2 − 1

x2 − 3x + 2
.

Ðåøåíèå: Çàìåñòâàìå x ñ 1 è ïîëó÷àâàìå:

lim
x→1

x2 − 1

x2 − 3x + 2
=

12 − 1

12 − 3.1 + 2
=

[
0

0

]
.

Ïðèëàãàìå ïúðâîòî ïðàâèëî íà Ëîïèòàë:

lim
x→1

x2 − 1

x2 − 3x + 2

[
0

0

]
= lim

x→1

(x2 − 1)′

(x2 − 3x + 2)′

= lim
x→1

2x

2x − 3
=

2.1

2.1− 3
=

2

−1
= −2.
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ïðàâèëà íà Ëîïèòàë

Ïðèìåðè
[
0
0

]
2 ïðèìåð. Äà ñå íàìåðè ãðàíèöàòà lim

x→0

ex − 1− x

x2
.

Ðåøåíèå: Çàìåñòâàìå x ñ 0 è ïîëó÷àâàìå:

lim
x→0

ex − 1− x

x2
=

e0 − 1− 0

02
=

[
0

0

]

Ïðèëàãàìå ïúðâîòî ïðàâèëî íà Ëîïèòàë è ïîëó÷àâàìå:

lim
x→0

(ex − 1− x)′

(x2)′
= lim

x→0

ex − 1

2x
=

e0 − 1

2.0
=

[
0

0

]

Îòíîâî èìàìå íåîïðåäåëåíîñò îò ñúùèÿ âèä. Ïðèëàãàìå ïîâòîðíî

ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë:

lim
x→0

ex − 1

2x
=

[
0

0

]
= lim

x→0

(ex − 1)′

(2x)′
= lim

x→0

ex

2
=

e0

2
=

1

2
.
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Óïðàæíåíèå 9. Ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Ïðàâèëà íà Ëîïèòàë

Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíî ðåøàâàíå

1 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà lim
x→0

3x2 − 5x

2− e2x
.

2 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà lim
x→0

3x2 − 4x

5 sin x
.

3 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà lim
x→0

2x2 + 3x

2x2 − 4 sin x
.

4 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà lim
x→0

2x2 − 2x

1− e3x
.
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